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PRELIMINARES. 



Los problemas que pueden proponerse sobre la cantidad, 
especialmente discanlinua, presentan dos diñcultades de muy 
distinta índole: de exacta comprensión y sentido , una ; y de 
resolución, propiamente dicha, otra. La perspicacia y expe- 
riencia del matemático calculador vencen la primera: para 
eludir ó dominar la segunda, pldcnse al Álgebra reglas preci- 
sas y terminantes, ó procedimientos seguros, directos y de Tá- 
cil ejecución, aplicables en todos los casos. — ¿Los posee en 
realidad? 

Planteado ya ó escrito un problema en lenguaje matemá- 
tico, podemos suponerle transformado en ecuación, y la ante- 
rior pregunta vale tanto como esta otra: ¿hay alguna regla ó 
procedimiento, directo y eficaz, para resolverlas ecuaciones? — 
Distingamos. 

Si las ecuaciones son propiamente algebraicas, ó represen- 
la cada una la forma general de cuantas de su mismo grado 
pueden proponerse, los procedimientos de análisis general y 
completos se limitan á las de los cuatro primeros grados: á las 
de primero y segundo, resolubles desde muy remotos tiempos; 
y de tercero y cuarto, en cuyo estudio y descomposición ejer- 
citaron con gran fortuna su peregrino ingenio los italianos 
Férreo, Tartalea y Cardan, y el discípulo de ésle, Luis Fer- 
rari, en la primera mitad del siglo XVI; y otros matemáticos 
de mayor importancia y fama todavía, en épocas poste- 
riores. 

Pero si las ecuaciones son numéricas, ó corresponden, no 
al problema general de cierto grado, sino á cualquiera de los 
infinitos problemas particulares, en cada uno de los generales 
(¿emprendido, el asunto varía de aspecto, y la posibilidad de 
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la solución no se halla limitada ó circunscrila á los cuatro pri- 
meros y más sencillos casos. 
/ De esla distinción un poco sutil, y como dolorosa confe- 

/ sion de impotencia científica, resulla que el Álgebra no posee 

¡ en realidad método alguno, directo y general, para resolver 
las ecuaciones, cuyo análisis y estudio, en todos conceptos y 
bajo de lodos los aspectos imaginables, constituyen la esencia 
de aquella importantísima rama de las Matemáticas. Tan no 
le posee, que ni las reglas de Cardan y de Ferrari son aplica- 
bles, sin grave dificultad, á la resolución de las ecuaciones 
de tercero y de cuarto grado: en pasando de las de segundo, 
que ya el griego Diofanto resolvía, el problema, alacado por cien 
distintos puntos á la vez, y minado y socavado durante siglos, 
aguanta todavía el empuje tremendo de la perspicacia y cu- 
riosidad, sobreexcitadas por tan tenaz resistencia, de multitud 
de sabios, empeñados sin tregua ni descanso en derrumbarle. 
i^n algunos momentos parece, si, que vacila y se desmorona; 
y por algunos sitios diríase también que amenaza inminente 
y completa ruina: pero, en conjunto, la inmensa mole conti- 
núa gravitando sin conmoverse sobre el pobre entendimien- 

, to humano, y aplastándole con la irresistible pesadumbre de 

\ los misterios y dificultades que encierra. 

No hay medio de descifrar el enigma en plena generalidad 
considerado: no le hay de resolver las ecuaciones algebrai- 
cas, ó de formular las relaciones de dependencia necesaria, 
existentes entre el valor ó la expresión de una cualquiera de 
sus raices y los coeficientes, literales de los diversos términos 
de aquellas ecuaciones. — ¿Y cuándo estas son numéricas^ ó 
sus coeficientes son números, con antelación determinados, ó 
de valor conocido y concreto? 

Entonces ya hemos dicho que la posibilidad de resolver- 
las no se limita á los dos ni á los cuatro primeros grados; 
mas la posibilidad no incluye la facilidad, constante seguri- 
dad y prontitud de la solución. Posible es, en efecto, resol- 
ver las ecuaciones numéricas de todos los grados, y suplir en 
la práctica el defecto ó ineficacia de la teoría; pero con traba- 
jo sumo y enorme gasto, y aun desperdicio, de tiempo y de 
paciencia muchas veces. . 
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El malemálico ft'aDces Víela y el inglés Harríot, crea- 
dores del Álgebra moderDa, comenzaron á considerar la cues- 
liotí bajo este aspecto, y sentaron las bases para irla diluci- 
dando poco á poco, en la segunda mitad del siglo XVI y prin- 
cipios del XVII. — Descartes fijó en ella la atención; y. como 
en todo cuanto puso la mano y clavó la mirada, dejó impresa 
también aquí la huella indeleble de su ingenio.— Newton 
se paró también ante la dificultad que á sus predecesores ha- 
bía detenido;^ y á Newton no era fácil que se le opusiese obs- 
láculo alguno intelectual , que sin extraordinario esfuerzo 
no conmoviese y atrepellase. — Pues por donde Newton y 
Desearles hablan ya pasado, pasó mas tarde Lagrange, como 
si todavía hubiera por allí nuevo campo que explorar: alguna 
región, perdida en las tinieblas de la ignorancia ó del error, 
que alumbrar con los esplendorosos rayos de su soberana inte- 
ligencia. — Y Fourier y Sturm, aleccionados por la experiencia, 
ricos con el saber heredado, y posesores de gran talento, vol- 
vieron, en nuestros dias casi , á emprender la misma larea de 
investigación y análisis en que Lagrange habia ejercitado las, 
al parecer, irresistibles facultades de su espíritu. 

¿Cuáles han sido los resultados de tantos afanes y fatigas: 
de tan reiterados y colosales esfuerzos como los que debieron 
hacer, para resolver el mismo problema siempre, aquellos ce- 
lebérrimos matemáticos, y otros muchísimos, poco menos no- 
tables, secuaces ó adversarios suyos, y cuya simple enumera- 
ción llenaría algunas páginas? ¿Ni Descartes, ni Newton, ni 
Leibnitz, ni la muchedumbre de sus discípulos; ni Lagrange, 
ni J)'Alembert, ni Budan, ni Fourier, ni Cauchy, ni Sturm; 
ni tantos y tantos otros analistas de primera fuerza, auxiliados 
por verdaderas legiones de trabajadores inteligentes é infati- 
gables de segundo orden, habrán logrado resolver el proble- 
ma planteado por Harriol y Vietá? ¿Habrán sido de todo pun- 
to estériles los alardes de ingenio verificados á porfía con tal 
objeto, durante el siglo XYII, y el XVUI, y lo que va del XIX: 
los tres siglos batalladores por excelencia, como de ebullición 
tumultuosa del cerebro humano, y de frenesí por saberlo, des- 
cifrarlo y explicarlo todo? 

Estériles por completo de ningún modo; por cuanto, mer- 
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ced á los ensayos y esfuerzos inlelecluales aludidos, la cien- 
cia se ha enriquecido con gran número de verdades: sorpren- 
dentes por su originalidad, unas; fecundas en aplicaciones úti- 
les, otras; y dignas de profunda meditación por la trascenden- 
cia que encierran, todas. Nada más admirable que el cuerpo de 
doctrina, asi poco á poco constituido y denominado Teoría 
general de las Ecuaciones: ningún estudio más entretenido y 
provechoso para el entendimiento que su estudio: hasta la va- 
nidad del hombre encuentra en él sobrados motivos para 
prendarse de sí misma, si á la vanidad acompaña el pensa- 
miento ó el recuerdo de que hombres han sido también los que 
inventaron y crearon tan peregrina teoría. Concerniente á las 
ecuaciones, casi se sabe cuanto puede saberse: lodo, menos 
resolverlas! 

Demostremos la exactitud de esto último con las palabras 
de algunos sabios de autoridad irrecusable. 

De una plumada derriba Lagrange, en el prólogo de su cé* 
lebre Tratado de la Resolución de las Ecuaciones numéricas, el 
edificio levantado por los analistas que le habían precedido, 
negando que el problema final haya sido rigorosamente resuello 
por nadie, antes de su época. «El método que ahora (1767) pro- 
pongo, nos dice, es el único directo y seguro para descubrir ó 
separar las raices, tanto reales como imaginarias, de una 
ecuación numérica cualquiera, y para determinar rápidamen- 
te y con aproximación indefinida los valores de aquellas 
raices,» 

Pues en la segunda parle de su libro titulado: De los mé- 
todos en las Ciencias de raciocinio puro ("Des méthodes dans les 
Sciences de raisonnement, 1866), el sehsato y respetable Du- 
hamel aprecia el método de Lagrange en estos ú otros equi- 
valentes términos: 

«El procedimiento propuesto por Lagrange para separar 
unas de otras ó aislar las raices reales de una ecuación numé- 
rica, es irreprochable en teoría, é inapreciable por su rigor y 
elegancia en el concepto científico. Pero, en la práctica, la for- 
mación preliminar de la ecuación cuyas raices representan 
las diferencias de las raices de la ecuación primitiva, ó los 
cuadrados de estas diferencias, es por extremo laboriosa, tanto 



que por diversos arlificíos se procura esquivarla con frecuen- 
cia. Mas lo que en el campo de las aplicaciones suele ganarse 
enlónces, piérdese en el conceplo teórico apelando á lales 
subterfugios, ó abandonando el camino directo trazado por 
Lagrange.» 

Y el juicio de Duhamel es el de todos los matemáticos que 
han escrito sin pasión, ni compromiso de ningún género, sobre 
este mismo asunto. Por el procedimiento de Lagrange no ad- 
mite duda que pueden resolverse las ecuaciones numéricas: lo 
dudoso es que alguien las resuelva: lo cierto que todo el mun- 
do rehuye, con sobrado motivo y como por instinto, el peno- 
so trabajo de su resolución. 

Si Fourier no adelanta más en teoría que Lagrange, cuída- 
se más que este último délas dificultades de ejecución ó prác- 
ticas. Duhamel. sin embargo, le trata hasta con dureza, según 
á renglón seguido puede verse. 

«Fourier, continua diciendo el crítico citado, ideó proce- 
dimientos generales muy sencillos para descubrir si dos nú- 
meros dados comprenden ó no alguna raiz de la ecuación pro- 
puesta, ó, con mayor propiedad, las raices que pueden á lo sumo 
comprender, no las que comprenden con toda seguridad 

• Para verificar la separación de las raices que pueden ha- 
llarse comprendidas entre aquellos números, el mismo céle- 
bre analista propuso un procedimiento de fácil desempeño , pero 
poco satisfactorio en teoría. Y, ya separadas, el método que 
recomienda para determinar sus valores aproximados, tampo- 
co está exento de tanteos ó ensayos é incertidumbres de varios 
géneros 

»El importante teorema de Fourier (6 de Budan) concer- 
niente al número de raices reales que pueden hallarse com- 
prendidas entre dos números determinados, es de aplicación 
muy sencilla, y comprende, como caso particular, la célebre 
regla de los signos, descubierta por Descartes. Pero, ni más ni 
menos que esta regla, presenta aquel teorema el inconveniente 
de hacernos creer en la existencia de raices reales, de que, 
sin embargo, la ecuación carece, obligándonos ó induciéndo- 
nos á verificar numerosos cálculos hasta persuadirnos de que, 
efectivamente, no existen semejantes raices » 
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Completa Slurm la obra de Fouríer, y adquiere asi gran- 
de y merecida fama de habilísimo matemático. Pues DuhameL 
repitiendo como el eco la opinión de otros sabios, conlinúa 
diciendo: 

«Sturm, que no solo conocía las Memorias publicadas por 
Fourier, sino todos sus trabajos originales y ensayos manus- 
critos, se propuso averiguar la causa que, hasta cierto punto, 
habia esterilizado los esfuerzos de su ilustre maestro para re- 
solver el importante problema de la separación y determina- 
ción de las raices de las ecuaciones numéricas. 'Y, después de 
averiguada, reemplazando las funciones derivadas de Fourier 
por otros polinomios muy diferentes, aunque también reía- 
cionados con la ecuación propuesta, é imitando, como él mis- 
mo ingenuamente confiesa, el orden de investigación y de- 
mostración de su predecesor, logró descubrir el célebre teo- 
rema de su nombre, por medio del cual, sin ambigüedad ó in- 
determinación de ninguna especie, se puede averiguar el núme- 
ro de raices reales que la ecuación posee, comprendidas entre 
dos números ó limites determinados; y, por lo tanto > deducir 
paso á paso los valores de estas raices, con aproximación á 
la verdad indefinida. 

»Por desgracia, la aplicación de este teorema no es tan sen- 
cilla y breve como la del de Fourier, y demanda un trabajo de 
cálculo muy penoso, y expuesto á frecuentes errores ó equivo- 
caciones materiales. Por consideraciones particulares puede 
muchas veces aminorarse ó eludirse este trabajo; pero tales 
consideraciones y artificios no á todos los calculadores ocur- 
ren; y, para que un procedimiento de investigación sea verda- 
deramente recomendable y plausible, menester es que todo el 
mundo pueda emplearle con la misma esperanza y hasta con la 
misma certidumbre de buen éxito 

«La aplicación del teorema de Sturm puede exigir muchos 
ensayos infructuosos, si la ecuación contiene raices cuyas di- 
ferencias reciprocas sean muy pequeñas; pero también los 
exigiria entonces el procedimiento de Lagrange, que, si pres- 
cindimos del auxilio del de Sturm, nos inducirá á verificar 
tanteos innumerables , alli donde ni esperanza deberíamos 
abrigar de que pudieran existir raices reales.» 
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£u méoos palabras que Dnhamel, y con mayor elocuen- 
cia lodavia, resume el poco satisfaclorío estado de la cuesUon 
que examinamos el filósofo Bordas-Démoulin. En su célebre 
libro, titulado El Cartesianismo» reimpreso en 1874, páginas 
375 y 376, se expresa como sigue: 

«La regla de los. signos de Descartes, con sus ventajas é 
inconvenientes, ha sido durante dos siglos lo mejor que en su 
especie se ha conocido. Los más notables analistas, desde 
Newton á Lagrange , no consiguieron dar un paso decisivo en 
el camino ya explorado y recorrido por Descartes, por más 
esfuerzos que para conseguirlo hicieron. La ecuación de los 
cuadrados de las diferencias, propuesta por el segundo de aque- 
llos matemáticos, sencilla en íeoria, demanda en las aplica- 
ciones multitud de cálculos fatigosos, y algunas veces inter- 
minables casi. Fourier publicó en 1820 una regla descubierta 
por él años antes, y con auxilio de la cual casi locó en la co- 
diciada meta. Y Sturm, estimulado por las mismas enérgicas^ 
aunque infructuosas, tentativas de Fourier, descubrió un nue- 
vo teorema que publicó en 182'0, y que realiza el ideal de su 
maestro. La aplicación de este teorema solo demanda la for- 
mación sencillísima de una derivada, y una operación análoga 
á la de investigar el máximo común divisor de esta derivada 
y de la función ó ecuación primitiva de donde procede. Y, sin 
embargo, dalma abriga cierto misterioso presentimiento de que, 
para llegar al deseado término, existe algún otro camino más 
breve y expedito que el desbrozado y franqueado por Fourier y 
por Sturm. ^> 

Con lo que precede nada nuevo hemos dicho, de seguro, á 
cuantos conozcan alguno de los modernos Tratados de Álge- 
bra^ publicados en Francia para uso de los españoles: á la ma- 
yoría» si no totalidad, de nuestros muy contados lectores. Re- 
pasando las páginas de los libros de Bourdon, Lefebure de 
Fourcy, Cirodde, Bertrand, Serret, y de tantos y tantos otros, 
verdaderamente distintos por las portadas y los nombres de 
sus autores respectivos, en todos encontramos narrada la mis- 
ma lamentable historia: Fa regla de los signos de Descartes, y 
los teoremas de Budan ó de Fourier para determinar el nú- 
mero máximo de las raices reales de una ecuación, v su dis- 
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Iríbucion probable en positivas y negativas; la regla de New- 
ton para deducir los valores de estas raices, ó las correccio- 
nes que deben aplicarse á los valores aproximados de las mis- 
mas, por meros tanteos y repetidos ensayos ó probaturas, 
previamente obtenidos; el método impracticable de Lagran- 
ge para resolver el mismo problema; y el ingenioso teo- 
rema de Sturm, poco menos impracticable muchas veces, 
como complemento y coronación de los demás teoremas y 
métodos de investigación análogos ó enderezados al propio 
objeto. 

Se nos olvidaba: á los enumerados hay que agregar, para 
separar y determinar las raices de las ecuaciones, otro méto- 
do, basado en la teoría y cálculo de las diferencias finitas y 
fórmulas consiguientes de interpolación , muy difundido en la 
actualidad y encomiado por diversos autores ó traductores de 
Algebra; pero del cual, en el tomo I de su excelente Manual 
de los candidatos á la Escuela Politécnica, dice E. Cata- 
lán, después de exponerle, cediendo en esto á la costumbre 
adquirida ó á la necesidad para vender el libro, lo que 



sigue: 



«Raro será que por el procedimienlo explicado, y del cual 
hemos hecho dos dislintas aplicaciones, podamos veriGcar, en 
general, la separación de las raices reales inconmensurables 
de una ecuación cualquiera, ni aun determinar el número de 
raices de esta especie que la ecuación contiene. Porque, en la 
mayoría de los casos, el número de variaciones que advirta- 
mos en las series de valores particulares de f(x) será infe- 
rior al límite del número de raices que la regla de los signos 
indique; y si bien es cierto que atribuyendo á x valores en 
progresión, cuya diferencia constante sea por de pronto 0.1, 
y sucesivamente después 0.01, 0.001, etc., ele. Improbabili- 
dad de que las raices resulten separadas aumenta con cada 5^- 
rie de sustituciones, también lo es que los cálculos necesarios 
para esto lo serán de prolijidad excesiva; y que si la ecuación 
posee raices imaginarias, no reveladas por el teorema de Des- 
cartes, aquellos cálculos y tentaliva's de exploración deberán 
prolongarse indefinidamente, sin más resultado final que el de 
perder lastimosamente el tiempo* 
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»Sea, por ejemplo, la ecuación 

£P* + 3a:* — 2¿» + l =0, 

que solo puede tener raices rejiles entre los limiles O y 7s* 

»Como en realidad no contiene ninguna, si por algún otro 
procedimiento no lo hubiésemos averiguado con antelación, y 
nos empeñásemos en separar las raices por el método indica- 
do, atribuyendo á x los valores sucesivos, 0,0M, 0\2, 0^3 

hasta 0,333333, hallariase que las 333333 sustituciones pro- 
ducían otros tantos resultados, todos positivos.— Basta con esto 
para comprender cuál es el valor ó la importancia científica 
del procedimiento calificado por los autores del Programa ofi- 
cial con el nombre de Método de las Diferencias. » 

En suma: nada ó pOco más de nada. Tal es la consecuen- 
cia que se deduce de los párrafos entresacados de las obras 
de Bordas Démoulin, Duhamel y Catalán, á los cuales podría- 
mos agregar otros muchos redactados en igual sentido, y pro- 
cedentes de distintos autores: tal la convicción que, sin auxi- 
lio extraño ni influencia moral externa, adquirimos estudian- 
do el Álgebra por los libros más en boga, y puestos como in- 
mejorables en manos de la juventud estudiosa, concurrente á 
nuestras aulas de Matemáticas. Con mucho tálenlo» mucha 
experiencia y destreza en el cálculo, y extensos conocimien- 
tos de Álgebra y aun de Geometría, no es imposible, ni des- 
mesuradamente fatigoso, resolver algunas ecuaciones de ter- 
cero y cuarto grado, y aun de los grados superiores. Pero el 
procedimiento que Duhamel reclamaba, «verdaderamente re- 
comendable y plausible, y por todo el mundo practicable con 
la misma esperanza y hasta seguridad de buen éxito,» no he- 
mos tenido la suerte de encontrarle en ninguno de' los libros 
franceses, en demanda suya por nosotros durante mucho 
tiempo revisados. 

Donde por vez primera hallamos, si no todo lo que buscá- 
bamos, algo parecido, algo de lo que Duhamel, en 1866 toda- 
vía, como ilusión irrealizable acariciaba» fué donde menos po- 
<l¡an\os esperarlo: en el apéndice al Anuario (Jahrbuch) del 
Observatorio de Berlín, correspoiulienle al año de 18í 1. Allí os. 



s 
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en efecto, donde el célebre astrónomo J. F. Encke, director 
del mismo Establecimiento científico citado, publicó una Me- 
moria sobre este asunto, en la cual analiza, discute y resuel- 
ve, por un procedimiento sencillo, directo y eficaz, superior á 
cuantos le habían precedido, y que compite ventajosamente 
con algún otro, muy notable, años después publicado en lo- 
glaterra, el problema en los siguientes absolutos y perentorios 
términos enunciado por Lagrange: 

«Dada una ecuación numérica, de cuyas raices no se tiene 
por de pronto conocimiento alguno, ni relativo á su especie ó 
naturaleza, ni menos todavía á su magnitud, encontrar los va- 
lores numéricos de estas raices, exactos si es posible, ó tan 
aproximados á la verdad cuanto se desee y necesite en cual- 
quier caso.» 

Por el mismo método de cálculo y^á la vez casi; sin pre- 
paración alguna previa, ni transformación preliminar; pres- 
cindiendo por completo de la regla de Descartes, y del teore- 
ma de Fourier, y de los métodos de Lagrange y de Sturm; y 
sin perder un minuto en tanteos infructuosos y molestos, ni 
escribir un solo guarismo innecesario, hállanse simultánea- 
mente todas las raices reales y los módulos de todas las ima- 
ginarias que la ecuación propuesta pueda contener, atenién- 
dose á los preceptos en aquella Memoria contenidos. De dos á 
tres horas de trabajo asiduo demanda á lo sumo, nos asegura 
Encke, la resolución completa de una ecuación de séptimo 
grado, con seis raices imaginarias, cuando la aproximación se 
limita á la compatible con el uso de las Tablas de Logaritmos 
de siete cifras decimales, suficiente en la práctica casi siem- 
pre. Y, aun cuando esta apreciación nos parezca un poco exa- 
gerada, en sentido favorable al nuevo método, cosa es de pre- 
guntar: ¿á cuántas horas y dias, y aun meses, ascenderla el 
tiempo necesario para resolverla, con el mismo grado de 
aproximación, por el procedimiento propuesto por Lagrange, 
y, con leves variantes, recomendado como el mejor y más 
breve en los tratados vulgares de Álgebra? — No es fácil averi- 
guarlo. Ni aun por el procedimiento de Rulherford. derivado 
del de Lagrange, aunque mucho más expedito, seria empresa 
de poco momento el resolverla. 
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Y, sin embargo, el método que asi responde «al misterioso 
presentimiento de) alma,» de que nos habla Bordas-Démoulin, 
yace abandonado y cubierto por las sombras del olvido. — 
¿Por qué? ¿por errot de apreciación y falso juicio de Encke? 
¿ó por no ser verdad en la práctica lo que en teoría cpmo 
cierto y ventajoso se nos representa? 

Adviértase que Encke» perfeecionador y propagador del 
método, ni es su verdadero ó primitivo autor, ni el único que 
sobre su mérito ha emitido dictamen favorable. El autor origi- 
nal lo fué el profesor de Zurich, Graffe, premiado en concurso 
público sobre este asunto por la Real Academia de Ciencias de 
Berlín, en 1839. Encke, prendado del trabajo de Graffe y de 
la simplicidad y fecundidad del teorema fundamental en que 
descansa, se propuso perfeccionarle y completarle, y apurar 
hasta sus últimas consecuencias el procedimiento por el mate- 
mático suizo descubierto. Su juicio debe considerarse, por lo 
tanto, como imparcial y desinteresado, é hijo de la convicción 
de que no seria desmentido nunca; y sus elogios y apreciacio- 
nes, en todos sentidos favorables, dimanan de natural y legiti- 
mo entusiasmo. Habiéndose limitado Graffe á determinar las 
raices reales y los módulos de las imaginarias, cuando estas 
raices y estos módulos difieren unos de otros sensiblemente» 
Encke avanzó un poco más, y nos enseñó á determinar tam- 
bién las raices imaginarias, y á discutir y analizar los casos 
más difíciles, omitidos por su predecesor, en que módulos y 
raices, reales ó imaginarias, discrepan apenas, ó son, por ex- 
cepción rarísima, absolutamente iguales. Los antecedentes 
del asunto son estos.— ¿Cómo, pues, sospechar que la Acade- 
mia de Berlín premiase lo indigno de premio y erróneo ó des- 
preciable en teoría? ¿Ni cómo suponer que malgastase el tiempo 
Encke en perfeccionar y divulgar un descubrimiento científicp, 
desprovisto por completo de importancia?— Pues si en teoría 
el método de Graffe seduce y atrae por su sencillez, más to- 
davía encanta por la misma sobresaHente cualidad en el ter- 
reno de las aplicaciones: precisamente aquí es donde campea 
sin rival, y desafia la competencia de cualquiera otro. 

La razón, pues, de ser este método tan poco conocido en 
la aclualidad, á pesar de haberle compendiado algunos. perió- 
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dicQS científicos, como los Anales de Matemáticas, — ¡catorce 
afios después de so publicacioD por Encke! — no se nos alcanza. 
El amor patrio, muy mal entendido, de los tratadistas france- 
ses; la pereza del espíritu, que rechaza como por instinto cual- 
quier innovación en cualquier orden de conocimientos; y la 
rutina de las-escuelas, apasionada de lo antiguo y d& todo lo 
que es aparatoso y deslumbrador, podrán disculpar tan extra- 
fia anomalía y olvido tan lamentable: explicarlos, no se expli- 
can de ningún modo. 

De la Memoria de Encke aspira á ser traducción, fiel en 
cierto sentido, ó en el fondo, pero no literal, la que en caste- 
llano insertamos á continuación de esla advertencia. 

No es, ni puede, ni debe ser traducción literal, por varios 
motivos: por dos principalmente. Porque los genios, tan dis- 
tintos, é incompatibles muchas veces, de ambos idiomas, ale- 
mán y castellano, se oponen á que lo sea. Y porque lo bueno 
en alemán y para lectores alemanes, acaso fuera mediano, ó 
difícil y hasta incomprensible, para la mayoría de los lectores 
españoles^ ó por falta en éstos de preparación científica, ó por 
sobra de imaginación para meditar con calma todos aquellos 
.puntos que, por demasiada sobriedad de exposición, no pue- 
den comprenderse al vuelo.— Quien al traducir no reflexione 
en la diferencia de aptitudes y disposiciones intelectuales del 
pueblo para quien el traductor escribió, y de la muchedumbre 
para quien el traductor se propone escribir, riesgo muy gra- 
ve corre de perder el tiempo. Los manjares que sientan bien 
á estómagos robustos, necesitan muy distinto y delicado con- 
dimento si han de ser digeridos con facilidad por otros más 
débiles y como enfermos de atonía. 

La Memoria de Encke no comprende más de 60 páginas 
en 4/; y en tan breve espacio, sin división de materias en 
capítulos ni párrafos, ni un epígrafe de vez en cuando que re- 
cuerde al lector lo que ya lleva aprendido y le falta todavía 
por estudiar y aprender, y en estilo conciso y severo en de- 
masía, hállase expuesto el asunto en su totalidad y como por 
un solo esfuerzo de la mente. 

En la traducción nos ha parecido que tan escueta y severa 
forma no debía respetarse; y que, para facilitar la inteligen- 



17 

cía de la Memoria original , convenía distribuir su contenido 
en varios capilulos, y éstos en párrafos, numerados y tilula- 
dos todos. Al estilo apretadD del autor, hemos también prefe- 
rido otro más diluido, y conforme con la índole franca y ex- 
pansiva de nuestro idioma; al razonamiento compendioso y 
como sibilitico, la demostración amplia y detallada; y al sim- 
ple enunciado de algunas proposiciones, su más lata exposi- 
ción. Y cuando, por efecto muy común é inevitable de largas 
y complicadas transformaciones algebraicas, hemos sospecha- 
do que el lector puede acaso perder el hilo del discurso ú ol- 
vidar el punto de partida y desconocer el de arribada, no he- 
mos titubeado tampoco en intercalar algún breve resumen de 
todo lo expuesto, para atar cabos sueltos y precisar bien las 
ideas. 

Los ejemplos propuestos por Faicke para ilustrar la teoría, 
son los comprendidos en el Capítulo Yll, pocos en número 
y perfectamente escogidos, pero difíciles de resolver todos. 
Por lo cual, en los capítulos anteriores hemos creído muy con- 
veniente intercalar algunos otros más sencillos, como acla- 
ración de las teorías parciales en ellos explicadas, y para es- 
timular de continuo la curiosidad del lector y recompensar de 
algún modo su constante y penosa asiduidad. No todos estos 
ejemplos son arbitrarios: algunos hay de intento entresacados 
de libros y autores. célebres, con objeto de que pueda com- 
pararse para resolverlos el método de Graffe con los de New- 
ton, Lagrange. Sturm y cualquier otro. 

Al final de la Memoria hemos agregado tres notas ó adicio- 
nes que consideramos importantes: la primera sobre un pun- 
to de análisis trigonométrica, relacionado con la teoría de 
Encko para determinar las raices imaginarias de las ecua- 
ciones, y que en los tratados más conocidos de Trigonomelria 
no se halla expuesto con demasiada claridad, si no está omiti- 
do por completo; la segunda sobre el método de aproxima- 
ción de Newton, que el uso del de Graffe no excluye en ab- 
soluto, sino que, por el contrario, aprovecha y utiliza en liem- 
po oportuno y con superior ventaja; y la tercera sobre la de- 
terminación de las raices imaginarias. Las dos primeras las 
hemos lomado del precioso arsenal de conocimientos de esta 
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especie, tílulado: Nuevos Anales de Matemáticas fNouvelles 
Aúnales de ñfathématiquesj, sin más trabajo que el de traducir- 
las con el mayor esmero posible; y la tercera, redactada con 
alguna mayor libertad, la consideramos también muy intere- 
sante, por hallarse estrechamente relacionada con el asunto 
principal, en el cuerpo de la Memoria explicado y discutido. 
Con esto ya sabe el lector lo que le ofrecemos: una di- 
sertación matemática de 120 ó más páginas, traducida de otra 
de escasas 60. — ¿Pecaremos de inmodestos ó de exagerados ca- 
lificando de libre la traducción? — Falla que alguien, con funda- 
do motivo, no pueda calificarla de licenciosa: si bien lo que 
más nos dolería es que fuese estéril, y que en nada contri- 
buyese á reanimar en nuestro pais la afición al estudio de las 
Matemáticas. 

Miguel Merino. 
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CAPITULO I. 

Resolución de la ecuación numérica del grado n, 
cuyas n raices son reales y desiguales. 



Enunciado de la cueslion 



Si representamos por 



«it aj, as, a 



n t 



n números, enteros ó fraccionarios ó irracionales, positivos ó 
negativos,, la ecuación general numérica del mismo grado n 
podrá escribirse de este modo: 

(1) ¿P" -f- a, 05"^* + a, a?»-» -f + an_, x + an = 0. 

Y si por 

• 

designamos los n valores de x que, sustituidos en esta ecua- 
ción en lugar de la incógnita, pueden satisfacerla, ó las n, 
comunmente denominadas, raices de la ecuación propuesta, on 
vez de la expresión (1) podremos escribir esta otra: 

(2) {x + a) {x + b) (¿r+c) {x + k) (a? + /) = 

No precisamente los valores de x, sino estos valores to- 
mados con signo contrario, ó los segundos términos de los bi- 
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nomios eompooentes del anterior produelo, reeíbirán en lo su- 
cesivo el nombre de raices de la ecuación que se Irala de re- 
solver. Más natural seria lo primero; pero lo segundo, sobre 
no producir complicación alguna, merece, como inmediata- 
mente se advertirá, preferencia en la práctica. 
Las n raíces 

+ a. +6, -jrc +/. 

dependientes de los coeficientes conocidos 



«I , «2 , ag a 



n I 



y que nos proponemos determinar con el mayor grado de 
aproximación posible, serán según los casos: 

Reales todas; ó todas imaginarias conjugadas , de la forma 



m =±= « v/ — 1 ; 

ó reales unas é imaginarias las demás. 

Y, de cualquier especie ó forma que sean , podremos su- 
ponerlas: 

Desiguales todas; ó. en totalidad ó en parle, muy poco 
discrepantes unas de otras, iguales casi, y hasta de idéntica 
expresión. 

En este capitulo examinaremos el caso más sencillo, ó 
aquel en que las n raices de la ecuación propuesta sean rea- 
les y propia ó sensiblemente desiguales. 
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§. 2.« 
Principio fundamental del método. 



Designando abreviadamente por 

[a], [flé], [ahc] [a6c.../J, 

las sumas de las n raices a,h,c y de todos sus produc- 
tos binarios, ternarios, cuaternarios, etc., etc., unos de otros 
distintos por alguno de los factores componentes, la ecua- 
ción (2), equivalente á la (1), podrá representarse de este 
otro modo: 

(3) ír"+[a]ác»-'+[a6]¿r«-» + [a6c]ác»-»+ 

'^\abc...k]x-\- [abe ... kl] = 0. 



Y si de esta ecuación, por cualquier procedimiento, deduv 
jésemos otra , cuyas raices fuesen las potencias m de las 
a, b, c /, su composición podria análogamente expresar- 
se como sigue: 

(4) a;»+[o»]a?*-"*+[a'»6"»]a;«-"+[a'»»6'»c»]a;*-'+ 

+[a"6™c"" ... ¿""JíT+ía^i^c" ... A™/»]=0. 

Mas en el doble supuesto de ser m número entero muy 
elevado y como indefinidamente grande, y de hallarse las n 
raices de la (ít) relacionadas conforme la siguiente serie de 
desigualdades indica, 

a > b > c > > k > It 






(^/ ^ " -^ ^ ^ - .^ 22 1: -. /r. ^, 

^^^ •'' ^'^la úllima'lBcuacioo propende á confundirse con esta otra, 

mucho más sencilla: 



+ a" 6™ c™ ... fc™ a? + a« ó"» c"» ... A" /"» = 0. 

En efecto, si 

a>h>c >fc>/. 

infiérese que 

h 1 c \ i 1 



í::-. 






rr 



• • . • . 



r ^>v/w^¿ y De donde se deduce que 

^ ¿m 1 6» 1 d"» 1 



< • y — • < 



a "" 1 + m/i ' «"' " 1 + wí/í 'a™ I + wA 



y, por lo tanto, que 



¿m ^ ^.ni ^ ¿m ^ „ _ 1 



a"' 1 + mh 

El numerador del segundo miembro de esta desigualdad 
es un número finito, y generalmente pequeño» que solo de- 
pende del grado de la ecuación que se traía de resolver; y, 
por el contrario, el denominador puede aumentar indefinida- 
mente con m, ó con el exponenle arbitrario de la potencia á 
que en la ecuación (4) se encuentran ó suponen elevadas las 
raices de la (3). Luego la suma 

¿m'Lj. ^lu ^ f/ni 



' representa, conrorme m crece, una cantidad cada vez menor, 
y, por último, insignificante ó despreciable con respecto al 
solo término a"*. A este primer término queda, pues, reduci- 
da la suma total, represenlada por el simbolo [a^]. Y del pro- 
^ pió modo se demostraria que las sumas análogas 

[a" 6"»] , [a"6"»c»] 

propenden á confundirse con sus primeros términos 

Aunque no con demasiada propiedad, ampliando un poco 
j el significado de hi palabra Imite, diremos en adelante que el 
de la ecuación (4) se halla representado por la (5). — El uso de 
la palabra Ixmile, admitidas las precedentes explicaciones, no 
parece que deba sernos prohibido en éste y otros casos análo- 
gos, como medio de simplificar el lenguaje y abreviar los 
razonamientos. 

Adviértase ahora que si de la ecuación (1), y sin el cono- 
cimiento previo de las raices a, 6, c lográsemos deducir 

otra, equivalente á la (4), y averiguar luego cuál es la ecua- 
cion (5) hacia la cual la última converge, la (1) podría darse 
por resuelta. Dividiendo, en efecto, unos por otros.'— el tercero 
por el segundo, el cuarto por el tercero, etc., etc.,— los coefi- 
cientes de la ecuación (5), obtendrianse las potencias m de 
las n raices buscadas; y una simple operación aritmética, que 
podría verificarse con auxilio de las tablas de logaritmos, 
completarla la investigación de las mismas raices. Lo único 
que, si el exponente m fuese número 'par, quedaría indeter- 
minado todavía, seria el ú^no de eslas raíces; pues, positivas 
ó negativas, todas producirían el mismo resultado elevándo- 
las á la potencia m, Pero, después de hallados sus valores 
absolutos, por división de los coeficientes de la ecuación (5) 
en el orden referido, y extracción de las raíces m de los co- 
cientes resultantes, los signos que deben precederlos se de- 
terminarán con auxilio de las diversas condiciones á que de- 
ben satisfacer, y que la ecuación (1) comprende y claramente 



24 

expresa. Lo importante y hasta de necesidad absoluta es ave- 
I iguar cómo de esta ecuación se pasa á la (4), y luego á la (5), 
que en si contiene y compendia la solución completa del pro- 
blema. 



Cómo de la ecuación propuesta puede concluirse otra cuyas raí 
ees sean los cuadrados de las que se buscan. 



Sí la transformación de la ecuación (1) en la (4) hubiera 
de hacerse forzosamente de una sola vez, ó como por un solo 
impulso de la mente del calculador, la cosa seria por extremo 
difícil y complicada. Pero la índole del problema de ningún 
modo exige que así se proceda; pues de lo que únicamente se 
(rala es de obtener por de pronto una ecuación cuyas raices sean 
las potencias m, por lo regular muy elevadas, de las raices 
de la propuesta; y osle número m, prescindiendo de su mag- 
nitud considerable, completamente arbitrario, de tal mane- 
ra puede elegirse, que al deseado término de la operación 
sea factible llegar, ó indefinidamente aproximarse, procediendo 
por grados, poco á poco, y con grandísima sencillez y pro- 
babilidad suma de acierto. Primero, en efecto, se deducirá, si 
asi nos conviene, de la ecuación propuesta otra cuyas raices 
sean los cuadrados de las que pretendemos determinar; otra 
luego, cuyas raices sean los cuadrados de las de la segunda, 
ó las potencias 2^ de las mismas raices incógnitas; y otra y 
otras sucesivamente, hasla donde fuere menester, cuyas raices 
sean \os cuadrados de las raices de la ecuación anterior, ó las 
potencias 2^ 2S 2^ de las raices de la propuesta. La re- 
gla que nos sirva para verificar una transformación, nos ser- 
virá para todas las demás consecutivas; y el trabajo de 
cálculo lo será exclusivamente de tiempo y de paciencia. 

Y la regla para deducir de una ecuación otra, cuyas raices 
sean los cuadrados de las de la primera, no puede ser más 
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sencilla y hasta fácil de conservarse en la memoria. En efec- 
to, si en la ecuación (1) 

a;»-}-aja;«-*+a,a;»-« + a,íc«-» + + aB = 0, 

sustituimos, en vez de la incógnita o?, la expresión x ^*, ob« 
tendremos esta otra: 



n— i 



n — a 



n~3 



La cual puede escribirse como sigue: 



n — 2 



n--4 



n — « 



X ^ +a, J7 » +a4ír ' +OLiX ' + = 



— a, ¿p 



n — i u-3 n — s n— 7 

3 .* /ir. í ^ n^ i QT., ¿p > 



Cíz X ' —OLfiX * 



Y elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecua- 
ción, pasando luego al primero los términos del segundo, or- 
denando, y cambiando los signos de los términos de orden par, 
segundo, cuarlo, sexto... ., concluyese por último que: 



(6) i»+a,« 
—2a, 



— Sajaj 
+2cX4 



•4-2a,a5 

— 2ae 



— 2a3as 
-|-2a,ae 

+2a8 



aí«-*4- 



\ 



"T" • • • • « 




= 0. 



El cambio de signos indicado tiene por objeto asimilar 
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en UD lodo esla ecuación á la propuesla, equívaleule á la (2): 

(x + a) {x + b) {x-\'C) (a? + /) = 0. ' . 

Pues, sin el cambio, la (6) equivaldría á 

{x — a') {x—b')(x — c') (¿p— /») = 0, 

y, verificada aquella mutación de signos, equivale á 
(z-t-a») (ít?-f 6^) (x + c') . . . (a; + /») = 0: 



con lo cual se gana más que se pierde en la práctica ó aplica* 
cíon del método que vamos exponiendo. 

Comparando con la ecuación (1) la (6), dedúcese que «un 
coeficiente cualquiera de esta última es igual al cuadrado del 
coeficiente del mismo orden ó lugar de la primera; menos el 
doble producto de los dos coeficientes equidistantes, ó ante- 
rior y posterior, más próximos; más el doble producto de los 

otros dos coeficientes equidistantes inmediatos; menos 

hasta obtener un doble producto nulo, por corresponder al- 
guno de los factores á lugares extraños á la ecuación pro- 
puesta, anterior al primero ó posterior al último.» — En la 
aplicación de esta regla la ecuación que se trata de transfor- 
mar, siempre del grado w, debe considerarse como completa: 
para lo cual bastará suponer que los términos deficientes en- 
tre el primero y el último, que en los diversos casos par- 
ticulares pudi.cren existir, figuran en realidad como otros 
tantos términos precedidos del coeficiente común cero (*;. 



(*) De la ecuación propuesta no solo puede deducirse con facilidad 
otra ecuación cuyas raices sean los cuadrados de las raices de la prime- 
ra, sino los cubos de aquellas mismas raices. Poniendo, en efecto, por x 
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§. 4.» 

Resultado final de la transformación explicada en el párrafo 
anterior, multitud de veces repetida > 



El arte ó manera de pasar de la ecuación (1) á la (4j, 
queda con esto explicado; pero, y es lo importante, ¿cómo 
pasaremos de la (4) á la (5), ó en qué conoceremos que en al- 



ia expresión x '^ , la ecuación designada por (t) podrá considerarse 
como compuesta de estos tres distintos grupos de términos: 



n ü— 8 n— 6 



A — • £C —]~ Ot j £C ~j~ 5^ 8 vC ~\~ • • . . • } 



a— i n — 4 II — 7 



B=:a,(r » +«4» ^ +oiiX « + ; y 

n — 2 n-— K n— 8 

C = a, X ^ + «8 « ^ + ag £C ^ 4- 

Pero el cubo de la suma A + B + C, por ser esta suma igual á cero, 
se reduce á la siguiente expresión: /4-— ^/s-^cj^ A^^—pi^-^sn^^ ji 

Y como los mhos de ^4, fi y C, y el producto de estos tres polino- ^^^^.^^ 
mios, son evidentemente polinomios racionales con respecto á a?, la í^^Sf^ 
proposición queda demostrada. — ^^***" 

La transformada final de la ecuación propuesta se encontraría algo 
más pronto por elevaciones sucesivas de sus raices al cubo que al cua- 
drado, con la circunstancia favorable de que los signos de las raices rea- 
les permanecerían invariables en el primer caso, mientras que en el se- 
gundo varían desde luego y se convierten en positivos: lo cual dificul- 
ta la distinción de las raices, de la última transformada deducidas. Pero 
la ley de formación de las diversas ecuaciones, encontradas por eleva- 
ciones al cubo, es tan complicada, que en la práctica debe preferirse el 
procedimiento de transformación del texto al indicado en esta nota. 
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guna de las ecuaciones transformadas sucesivas las raices de 
la propuesta, elevadas á la potencia m, se hallan ya separa- 
das, ó dispuestas en el orden en que la (5) las contiene en 
sus varios coeficientes? 

Para contestar á esta pregunta comencenios por advertir que 
si m' > m, y la transformada, cuyas raices son las potencias m 
de las raices de la propuesta, posee ya esta composición: 

¿c» + a"a:»-* + a"6™a?»~" + + a"6» ... Z«=:0, 

aquella cuyas raices sean las potencias in\ con mayor moti- 
vo, tendrá composición análoga, y podrá tambjen representar- 
se de este modo: 

a;"-f a"»' j;"-*-fa™'6"^'a;"-'+ + «"»'6™' ... /«"'^O. 

Y, por lo tanto, sí por A designamos el coeficiente de un 
término cualquiera, considerado en la primera de estas trans- 
formadas, y por A' el mismo término en la segunda, con- 
cluiremos que 

A f ir , r , 1 1 4 f r W lOg A 

^m'-_.yi'm. ¿ m logA=inlogA ; ó — r — , , r ■ 

^ " wi logA 

Cuando, pues, los logaritmos de los coeficientes análogos 
de ambas ecuaciones posean la relación conslanle de los nú- 
meros m y m', entonces sabremos á ciencia cierta que ya he- 
mos obtenido una ecuación equivalente ó asimilable á la (5), 
y que, en consecuencia, la (1) puede ya darse en realidad por 

resuelta. 

Si m es una potencia del número i , como en la práctica 

del método sucede, y m también, el coeficiente — será 
número colero; y, por lo tanto, A' será una potencia ente- 

la. — , de A.— Luego, cuando en la práctica se advierta 
m 

que de una ecuación transformada á otra pasamos elevando al 
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etiadrado los eoeficíenles de la primera, íDÚlil será prolongar 
la operación, pues habremos ya obtenido la (5), ó llegado al 
término final asequible de la serie de transformaciones que 
nos habíamos propuesto realizar. 

Pero, rigurosamente hablando, esto úllimo no debe verifi- 
carse nunca, porque la ecuación (K) es como un limile hacia 
el cual convergen las transformadas sucesivas de la (1); y, 
por lo mismo, habremos de contentarnos en la práctica con 
una mera aproximación á este limile y resultado apetecido. 
Cuando, pues, en las aplicaciones de la regla formulada al 
final del §. 3•^ observemos que los doble -productos que, 
con los cuadrados de los coeficientes de una transformada^ 
deben combinarse para deducir los coeficientes de la trans- 
formada sucesiva, son, si no nulos, muy pequeños, insignifi- 
cantes ya, ó despreciables» con respecto á dichos cuadrados^ 
entonces será cuando podamos suponer deducida la ecua- 
ción (5), ó confundida casi con ella la que inmediatamente le 
precede. 

Más detalles y aclaraciones sobre el asunto del párrafo 

que antecede. 



Mas al llegar á este punto surge de nuevo una dificultad, 
ya, en principio, poco antes considerada y desvanecida. ¿Dis- 
minuirán, en efecto, hasta ser despreciables, por último, los 
doble-productos mencionados , conforme, por la regla del 
§. 3.^ se vayan deduciendo las diversas ecuaciones, transfor- 
madas de la primitiva? — Indudablemente, ó no seria verdad 
lo concluido y demostrado en el párrafo anterior. 

Después de obtenidas, una tras de otra, varias ecuaciones 
de composición análoga á la designada con el número (6), lle- 
garemos á una que, si no es la (5), diferirá ya muy poco de 
ésta: á la siguiente, por ejemplo: 

(7) ¿c" + (a™ + 8.) X* -* 4- (a«» 6"» + 8,) x""-' -f- 
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en la cual S<, St, S, representan cantidades muy peque- 
ñas con respecto á los lérmíoos que en los diversos coeñ- 
cientes de la ecuación les preceden, é indefinidamente decre- 
cientes, con relación siempre á los expresados primeros tér- 
minos» conforme aumenla el exponenle arbitrario m. 

Pues bien : un coeficiente cualquiera de la transformada 
sucesiva inmediata, el de x^"^, por ejemplo, podrá, en vir- 
tud de la regla de composición mencionada y resumida en la 
ecuación (6), expresarse entonces de este modo: 

(«" 6»> c" + 83)* — 2 (a™ ft« + 8,) (a™ ¿" c"» d« + 84) + 
2 (a" + 8,) (a™ 6" c™ (t e"^ + 8») — 2 (a™ i" c" d"" í™ /■" -f- 8.) . 

O, efectuando los productos indicados y representando por A 
el conjunto de términos resultantes, dependientes de 8<, 8,, 

83 y que, con relación á los demás, tienen por límite 

cero, de este otro modo, algo más breve y explícito: 

^ím ¿fm gfm _ g^Sm ¿«m ^m ¿m ^ Ja'"* 6" C*" rf" C™ — 

2^m Jm ^m ¿m ^m ^lu ^ ^ 

Y si ahora comparamos, prescindiendo de los signos, con 
el primero de estos términos, a*™ 6*" c*", el segundo, con el 
segundo el tercero, y con el tercero el cuarto, hallaremos los 
tres cocientes que siguen; 

I 

evanescentes todos, conforme aumenla m, en la hipótesis de 
hallarse las ralees ordenadas por su magnitud , según la ya 
expuesta condición preliminar indica: 

a>b>c>d 



Luego, si suponemos despreciable la cantidad ^, los do- 
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l)le*productos que deben combinarse con el cuadrado de 
a"6»c", para obtener el coeficienle de x^"* en la nueva 
transformada que se busca, despreciables serán también, ó 
de valor relativo cada vez menor, comparados con aquel cua- 
drado, a'" 6*" (?'■*. 

Y, además» conviene advertir que, si en vez de comparar un 
término cualquiera, de los que en la última transformada 
componen el coeficienle de a?""', con el que inmediatamen- 
te le precede, los comparásemos lodos, segundo, tercero y 
cuarto, con el primero, obtendríamos estos resultados: 

K-fr'(f)"(T)"v<-r)"(f)"(ir 

Lo cual prueba, ó con suficiente claridad indica, que, en el 
paso d&uua transformada á otra, la corrección que al cuadra- 
do de un coeficiente de la primera debe aplicarse para com- 
poner el coeficiente del mismo término en la segunda, depende 
principal, si no exclusivamente, del doble producto de los 
dos coeficientes más inmediatos, anterior y posterior, al coe- 
ficienle cuyo cuadrado pretendemos corregir. 

Apuremos todavía un poco más el asunto: y para ello con- 
tinuemos suponiendo que, deducidas ya unas cuantas ecuacio- 
nes transformadas de la primitiva, sean, en efecto, desprecia- 
bles las correcciones procedentes de los otros doble-produc- 
tos que la (6), símbolo de todas ellas, contiene; y que tam- 
bién entonces el conjunto de términos, poco antes designado 
por A, pueda considerarse como insignificante con respecto 
al primero de los explícitos, «"° 6*" c"". 

En este doble supuesto, muy aproximado, pero nada más 
que aproximado, á la verdad ó realidad de las cosas, para pa« 
sar de la ecuación (7) á la transformada análoga inmediata» 
bastaria elevar al cuadrado sus coeficientes y aplicarles las 
siguientes correcciones sustractivas y relativas: 



2(— ) , al 2.-; 2(~-) , al 3/; 2(— ] , aU.^etc.etc. 
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Y estas correeciones serán inferiores á cualquier cantidad 

representa la mayor de (odas, el valor de m le determinemos 
por esta condición: 

d X"* 



(i) 



en la cual la letra a designa el limite ó valor exiremo del 

error relativo que en la composición de los varios coeficientes 

podemos todavía cometer. 

Si, por ejemplo, y como aplicación curiosa é importante 

de la última fórmula, suponemos que la relación de las dos 

raices, menos discrepantes una de otra, c y cl, (c > (Q, es 

igual á 1.1, ó 1.01, ó 1.001 concluiremos que la máxi- 

/ d \"* 
ma corrección, representada por 2 I — j . sera menor que 

0.00001, en los tres casos propuestos, cuando m sea respec- 
tivamente igual á 2^ ó i*\ ó 2^\ Lo cual equivale á decir 
que, aun cuando la diferencia de las dos raices más próximas 
ascienda por junto á una sola décima, -centésima ó milésima 
parte de la menor, todas las raices se hallarán ya separadas 
en la 7.', 11.' ó U.* transformada que de la ecuación primi- 
tiva se dedujere: ó comprendidas todas en una ecuación cu- 
yos coeficientes sólo diferirán de los de la (5) en una cien- 
milésima parte de su valor: ó en una millonésima, á poco más 
que apuremos el asunto por el mismo procedimiento. — Hasta 
en la última desfavorable hipótesis, la ecuación (1) puede, por 
lo tanto, con solo lo dicho, considerarse como muy aproxi* 
madamente resuelta. Mas, como para la separación y deter- 
minación de las raíces casi iguales expondremos en otro capi- 
tulo un procedimiento más racional y breve que el referido, 
nunca habrá que avanzar hasta punto tan lejano , y bastará 
casi siempre, para obtener la solución completa del proble- 
ma, detenerse en la 7,\ 8." ó 10.' transformada de la ecuación 
primitiva. 
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S. 6/ 

Práctica del método, — Advertencias que se deben tener presentes 
en el cálculo de las raices de una ecuación. 



Las operaciones Duméricas que la aplicación del método 
general demanda pueden verificarse, sin abreviación alguna, 
por las primeras y más sencillas reglas de la Arilmélíca; ó, 
más rápidamente y casi con la misma sencillez teórica, con 
auxilio de las tablas de logaritmos. Lo exacto es lo primero, 
pero no lo verdaderamente practicable y preferible; porque 
los coeficientes de las ecuaciones transformadas sucesivas, en 
términos tales y con tanta rapidez aumentan de tamaño ó valor, 
que no hay medio de combinarlos unos con otros, por via de 
multiplicación y de suma ó resta, conforme la regla del §. 3.° 
pide, sin gran trabajo, considerable pérdida de tiempo, y riesgo 
sumo de equivocarse, á cada paso ó momento. Mucho más bre- 
ve y factible es lo segundo, aunque no tan recomendable 
como lo primero en te6ria: porque en las diversas ecuaciones 
citadas, que unas de otras se van sucesivamente desprendien- 
do, los verdaderos coeficientes se hallan reemplazados por 
otros que solo lo son aproximados; y, en el curso de las ope- 
raciones, los pequeños errores de las últimas cifras pudieran, 
tal vez, acumularse hasta producir en la postrera transformada 
otros errores de mayor cuanlia, y acaso inadmisibles. 

Para disipar todo motivo bien fundado de temor sobreesté 
puDio, advirtamos, sin embargo, dos cosas: 1.* que, siendo 
los coeficientes de una transformada cualquiera aproximados 
á la verdad, por exceso unos y otros por defecto, en vez de 
acumularse, propenderán casi siempre los errores á com- 
pensarse unos con otros en la transformada siguiente; y 2/ 
que, conteniendo las diversas ecuaciones, transformadas de la 
primitiva, las raices incógnitas elevadas á una potencia, m, 
cada vez mayor, los logaritmos de eslas raices se deducirán 

3 
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de los que á los coeficientes de la última transformada corres- 
pondan, dividiéndolos por este número m: lo cual reduce otro 
tanto los errores de que los logaritmos de aquellos coeficien- 
tes pudieran adolecer. 

En principio, corroborado por la experiencia, admítese 
como cierto que, si se opera el cálculo de las diversas trans- 
formadas sucesivas con logaritmos de 5. 7 ó 10 cifras decima- 
les, con otras tañías cifras casi dignas de confianza, se logra- 
rá determinar los logaritmos de las raices de la ecuación pro- 
puesta: ó estas raices con grado de aproximación relativa ex- 

1 1 1 

presado por -j^, 6 -jjj-. ó -j^^^ de su propio valor. 

Preferible será, sin embargo, cuando esto pueda hacerse 
sin grave inconveniente y nolable incremento de trabajo, com- 
binar uno con otro ambos procedimientos de cálculo referi- 
dos, directo y aproximado ó logarítmico: calcular, por ejem- 
plo, las dos primeras transformadas, sin abreviación ni error 
ó incerlidumbre de ningún género; con auxilio de los logarit- 
mos de 6 ó 7 cifras decimales, las dos que siguen; y de solas 
S cifras las demás, hasta llegará la última. — La mulliplicidad 
de casos que pueden presentarse en la práctica impide prefi- 
jar, en términos bien precisos y concretos, lo que en cada uno 
de ellos deba ó convenga hacerse. 



§. 7/' 

Regla de Newton para corregir los valores aproximados de 
las raices, ya deducidos por el método de Graffe, 



Suponiendo ya separadas las raices reales de la ecuación 
propuesta y determinados sus valores con el grado de aproxi- 
mación que el uso de las tablas logarítmicas de cinco cifras de- 
cimales permite obtener, por la sencillísima regla de. Newton, 
infalible cuando se trata de raices propiamente desiguales, ó 
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cuando un número es valor aproximado de una sola y no de 
dos ó más raices, podrá ampliarse aquella primera aproiima- 
cion hasia la 9.^ ó 10.' cifra decimal, por ejemplo. Esta re- 
gla, en (üdos los tratados de Álgebra contenida, se demuestra 
y formula del siguienle modo, adecuado al cálculo logarítmico. 
Representemos abreviadamente por f{x) el primer miem- 
bro de la ecuación propuesta; y desde luego podremos escri- 
bir lo que sigue; 

(8) f{x) = JC» + a, a;»-' + a, ¿r* -' + + a„ = 0. 

Designando por Xo el valor aproximado de o;, ya conoci- 
do, y por Aj7o la corrección que tratamos de calcular, en vez 
de la ecuación (8), dispondremos de esta otra: 

(9) f{Xo -h Í^Xo) = f[Xo) 4- ^XoXf {Xo) + = 0. 

La cual, aproximadamente, ó despreciando lodos los términos 
que en el primer miembro se hallan multiplicados por poten- 
cias de A¿i?o, iguales ó superiores á la S.'', se reduce á ésta: 

(10) /(^o)+A^oxr(fl5o)=o. 

Pero lo que necesitamos hallar no tanto es la corrección 
del valor ¿Co como'la de su logaritmo, AlogíCo; puesto que, 
procediendo como en el párrafo anterior hemos indicado, lo 
que inmedialamenle se obliene es el valor de log Xo, 

Pues bien: despreciando asimismo los términos multiplica- 
dos por las potencias, superiores á la primera, de A¿Co, y re- 
presentando por M el módulo de los logaritmos vulgares, ó el 

número 0.1342945 , cuyo logaritmo es igual á 1.6377843, 
sábese parecidamente que 

(11) A log ¿Fo = log [xo + Aa?o) — log ¿Co = 
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Y, combinando una con otra las dos ecuaciones (10) y 
(11), concluyese, en fin, que 

Alog¿Po = '-^—XM; 

Xo I {Xo) 
O 

(12) AlogíCo = — r-^x^, 

si con los símbolos [xo^] y [nxo^] representamos estos dos 
polinomios: 



[n¿Fo"] = n¿ro" + (^ — 1) aia?o""* + + a„_j 



¿Í?o 



el primero de los cuales necesitamos formar ó calcylar siem- 
pre para cerciorarnos del grado de aproximación de Xo; pu- 
diendo luego deducir el segundo del anterior por la simple 
multiplicación de todos sus términos respectivamente por la 

serie de números w, n — 1, n— 2 1 y 0. 

Obtenido, en suma, el logj?© con cinco cifras decimales, de 
la fórmula (12) deduciremos la corrección que debemos aplicar- 
le para obtenerle con siete; y muy rara vez en la práctica será 
menester prolongar todavía más la operación. Pero, encaso de 
necesidad, repitiendo con el valor ya corregido las operacio- 
nes que la misma fórmula (12) indica, se hallaría un nuevo 
valor de log¿Co, aproximado hasta la 10.* cifra decimal, si 
las nuevas operaciones se efectúan con logaritmos de diez 
cifras. 
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Aplicación de lodo lo expuesto á la resolución de varios 

ejemplos. 



Con objeto de aclarar un poco lodo lo que precede , pro- 
pongámonos, antes de seguir más adelante, resolver, por el 
método general expuesto, algunas ecuaciones muy sencillas. 
(¿) — Y, en primer lugar, consideremos la ecuación pro- 
puesta por Lagrange en el Capitulo IV de su célebre Tratado 
de la Resolución de las Ecuaciones Numéricas, para exponer y 
aplicar su método, y posteriormente reproducida en casi lo- 
dos los Tratados de Álgebra franceses, en el capítulo consa- 
grado al mismo asunto: 

a?' — 7¿p + 7 = 0. 

Para resolverla por el procedimiento en las páginas ante- 
riores referido, necesitase, por de pronto, completarla, ó es- 
cribirla de este modo: 

(2") X' +0.¿r' — 7¿c+7 = 0. 

Como los coeficientes son muy pequeños, y fáciles de 
combinar unos con otros por la regla del §. 3.'', las dos 
primeras transformadas, cuyas raices son respectivamente 
iguales á los cuadrados y cuartas potencias de las raices de la 
ecuación primitiva, se deducirán inmediatamente, ó prescin- 
diendo de las tablas de logaritmos. Estas dos nuevas ecuacio- 
nes son las siguientes. 

(20 ¿D» + 14¿i?'+ 49 0?+ 49 = 0, 

y 

(2*) X' + 98 ^' + 1029 X + 2401 = 0. 
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Y en vez de la última ecuación, puesto que ya sus coefi- 
cienles son un poco graneles ó considerables y las operacio- 
nes sucesivas de transformación de la ecuación propuesta se 
complican por este motivo, escribiremos esta otra, meramen- 
te simbólica, ó en la cual los coeficientes de la anterior se ha- 
llan reemplazados por sus logaritmos, aproximados hasta la 
6.' cifra decimal: 



Ü') X' + 1.991 226 £c« + 3.012415 x + 3.380392 = 0. 

Para formar el coeficienle del segundo término de la si- 
guiente transformada será menester ahora: 
Multiplicar por 2 el logaritmo 1.991226; 

Sumar con 3.012415 el logaritmo de 2, igual á 
0.301030; 

Buscar en las tablas logarítmicas los números 9604 y 
2058, correspondientes al producto 3.982452 y á la suma 
3.313445; 

Restar del primero de estos números el segundo; 

Y buscar el logaritmo, 3.877717, de la diferencia, que 
será (§. 3.°) el coeflciente que nos hablamos propuesto deter- 
minar. 

Para deducir el coeficiente del tercer término, será preci- 
so análogamente: 

Multiplicar por 2 el coeficiente 3.012415; 

Sumar el logaritmo de 2 con la suma de los coeficientes 
1.991226 y 3.380392; 

Buscar en las tablas los números exactos ó aproximados, 
correspondientes á este producto y esta suma, 1058840 y 
470596; 

Restar del primero el segundo; 

Y buscar el logaritmo, 5.769557, correspondiente á su 
diferencia. 

Y, en fin, para deducir el último coeficiente de la tercera 
ransformada, ó el término independiente de la incógnita x, 
bastará duplicar el último de la anterior. 

Luego , en suma , la ecuación cuyas raices son las octavas 
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potencias de las de la propuesta podrá simbólicameole repre- 
sentarse de esle modo: 

V) ír«+3.877717 aj^+5.769557 a?+6.760784=0. 



Y, aDálogamenle, se deducirá luego que 

(2*) x'+ 7.746367 ¿«4-11.413345 a?4-13. 521568=0; 
(20 a?« 4-15.492662 ^«4-22.802010 a?4-27.043136=0; y 
(2*) a?«4-30.985324 o?' 4-45. 603276 ¿c4-54.086272=0. 



Si de esta última transformada intentásemos pasar á la si- 
guiente, designada por el símbolo (2^, que recuerda la po- 
tencia á que las raices de la ecuación primitiva se enconlra- 
rian en ella elevadas, tendríamos por de pronto que: 

Multiplicar por 2 el logaritmo 30.985324. y buscar el nú- 
mero correspondiente al producto, el cual constaría de 62 ci- 
fras enteras: seis ó siete significativas, que tomaríamos de las 
tablas; y 55 ó 56 ceros, que deberíamos suplir mentalmente 
para completar el total de guarismos; 

Sumar con el logaritmo 45.603276 el de 2: lo cual nos 
daria un logaritmo, cuya característica sería 45, correspon- 
diente á un número de 46 cifras; 

T restar del primero de los números encontrados el se- 
gundo. 

Pero, restando de un número de 62 cifras otro de 46, ni 
aun de bastantes más, las siete primeras de la diferencia serán 
las mismas siete del minuendo. Luego, limitando la aproxima- 
ción á la que pueden suministrar los logaritmos de seis cifras 
decimales, el coeficiente del segundo término de la transfor- 
mada (2^ se obtendría duplicando el segundo de la (2*). — Y lo 
mismo se demostrará que» en el caso propuesto» pueden obte- 
nerse los coeficientes de los otro$ términos: por simples du- 
plicaciones de los correspondientes en la transformada ante- 
rior. 



40 

Concláyese, pues, que obtenida la ecuación (2*), es inúlil 
seguir más adelante; porque, si no exactamente, lo cual es de 
todo punto imposible, con suGciente grado de aproximaciou, 
hemos ya formado la ecuación en el §. 2."" designada por 
el número (5), la cual contiene la solución completa de la 
propuesta. 

En efecto, designando por a, ¿, c, las tres raices busca- 
das, y limitándola aproximación á la 6." cifra decimal en los 
logaritmos, sabemos ya que 

loga»':::=30. 985324; log (a¿) •"=45.603276; 

y log (a6c)'*=54.086272. 
De donde se concluye sencillamente que 
loga=0.484146; log 6=0.228405 ; y log c=0.132647. 
Y, por lo tanto, que 
a = 3.04892; 6 = 1.69202; y c =1.35690. 

Falta todavía determinar los signos de estas raices. Mas, 
si en la ecuación á que corresponden en vez de x se sustitu- 
yen sucesivamente los valores aproximados 3.05, 1.69 y 
1.36, inmediatamente se concluirá que la primera debe ser 
negativa, y positivas las otras dos. La doble condición expre- 
sa en la ecuación (2^), de que sea nula la suma de las tres rai- 
ces y negativo el producto, basta en rigor para determinar 
sus signos. 

Y si á los valores de a, 6 y c, directamente encontrados, 
les aplicamos las correcciones que la regla de Newton nos 
proporcionaría, sin dificultad teórica alguna, hallaremos en 
conclusión que 

a = — 3.0489173 iO ; 
¿ = + 1.692021472; y 

0' = + 1.356895868. 
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(6)— De solución más rápida todavía que la ecuación pre- 
cedente es la que sigue, propuesta por Mr. J. Bourget en el 
número de los Nuevos Anales de Matemáticas, correspon- 
diente al mes de Enero de 1869 . como ejemplo muy apropia- 
do para poder en él apreciar el mérito de una muy pequeña, 
pero ingeniosa, innovación, introducida en el método de New- 
ton por Mr. Darboux: 

(r) ¿c» — 3íc' — 7¿c4-4=0. 

Las dos primeras transformadas de esta ecuación son las 
siguientes: 

(4*) x'+ 23a?'+ 73a?+ 16 = 0; y 

(2*) X' -h 383 a?« + 4593 ¿d + 256 = 0. 

Reemplazando los coeficientes por sus logaritmos, la úllima 
puede escribirse de este otro modo: 

(2') o;» + 2.683199 J?' 4-3. 662096 o: -1-2. 408240 = 0. 

Y de ésta se deducen las dos siguientes : con lo cual con- 
cluye la operación: 

(2») x'+ 5.138315 íc'-l- 7.320136 a: + 4.816480 = 0; 

y 

(2*) X' + 10.275669 x" + 1 4.640254 x + 9.632960 = 0. 

Fácil, en efecto, seria ver que la transformada (2'') se 
desprende de la {i*) por la simple duplicación de sus coefi- 
cientes logarítmicos. Luego en la (2^) las raices de la pro- 
puesta se encuentran combinadas unas con otras , como en 
la (5) del §. 2.*", las de la ecuación general (1). Por lo tanto: 

log a*« = 10.275669; log a'' 6»« = 14.640254; y 

log. «*• 6" c*» =9.632960. 
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De donde se deduce que 

log a=0.642229; log 6=0.272789; y log c=r.6870í4. 
Y a=4. 38762; 6=1.87407; y c=0.486457. 

La sustitución de estos valores, ó de otros más breves que 
les sean aproximados en la ecuación propuesta, basta para 
determinar los signos que deben precederlos: positivos los de 
la primera y tercera raiz, y negativo el de la segunda. 

Y si la aproximación direclamente obtenida no se consi- 
derase suficienle, por el mélodo ó regla de Newton, expuesta 
en la primera parte del §. 7.°, sin modificación ó perfeccio- 
namiento alguno, se concluirá que 

a= + 4.387619058; 
6 = - 1.874075531; y 
c = + 0.486456473. 

(c) — Resolvamos todavía, y será por ahora el último, otro 
ejemplo algo más complicado, y también más interesante, que 
los dos anteriores. El que sigue: 

(20 X' — 80 a?» + 1998 X' —1 4937 x + 5000 = 0. 

Las tres primeras fransformadas de esta ecuación, dedu- 
cidas por la regla del §. 3.° y simbólicamente escritas, son: 

(20 x*+3.3809345 ¿r»+6.2073877 xr 

+8.3077826 ¿c+7.3979400=0; 

(2») ¿c*+6.4073993 a?»+12. 2101035 a?» 

+16.6147161 ¿r+14.7958800=0; y 

(2') a?*+12.5163878a?»+24. 3840080 x^ 

+33.2294317 ^+29.5917600=0. 
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Y, llegados á esle punto, se advierte inmediaiamente que 
los coeficienles de x* y de x^ en la ecuación (2*) se obten- 
drian por la simple duplicación de los mismos en la (2'). 
Luego 

2»X logak =33.2294317; y 
2«Xloga¿cí/=29.59n600. 

De donde se deduce que 

logrf = 1.6452911; y rf=0.3609871. 

La menor de las cuatro raices de la ecuación (i") queda 
con esto determinada; pero no las otras tres, que en la (2*) 
existen li<^adas todavía y como revueltas unas con otras. 

Para separar y determinar la raiz c basta deducir una 
transformada más de la ecuación primitiva: la (2^) adjunta: 

(2*) x*+24.7739141 ¿c«+í8.767l899 ¿c« 

+66.4588634 ¿r+59. 1835200=0. 

De la cual se pasará á la (2") componiendo el coefíciente 
de ¿c' por la regla del §. 3.*, y duplicando los demás. Lue- 
go, á las relaciones que nos sirvieron para hallar el valor 
aproximado de la raiz d, podremos agregar esta otra: 

2*Xloga6 = 48.7671899. 

Y de esta relación , combinada con la primera de las dos 
anteriores, se concluye sin dificultad el siguiente resultado: 

logc = 1.1057295; ó c = 12.75644. 

Pero el coeficiente de x* no se obtendrá por simple du- 
plicación del mismo en la transformada precedente, hasta lle- 
gar á la transformada (2*); y hasta entonces no lograremos 
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separar una de otra y deternuinar las dos raices mayores, b 
y a. El trabajo de cálculo no es, sin embargo, demasiado pe- 
noso, conforme puede verse á continuación: 

(2') íc'+ 19.3729752»'+ 97.5343797 «' + =0 

(2*) aj*+ 98.6890126 íc»+ 195.0687694 «'+ = 

(2') íc* + 197.3737428 «« + 390.1375188 a;' + = 

(2') a;* + 394.7474642 a;' + 780.2750376 a;' + :=0. 

Y, coa esto, de las expresiones 

2* Xiog 06=48.7671899, y 2' Xlog «=394.7474642, 

se concluye finalmente que 

6 = 32.06026, y a=34.83231. 

En las últimas cifras de los valores de a^b, cy d no debe 
abrigarse ilimilada confianza, ya porque en el curso de las 
operaciones aritméticas puede haberse cometido algún peque- 
ño error, ya porque el uso muy reiterado de las tablas de lo- 
garitmos no siempre permite que se abrigue con fundamento. 
Sustituyendo, pues, aquellos cuatro valores de a.b^cyd en 
la ecuación (2°), con objeto de cerciorarse de su grado de 
exactitud, y corrigiéndolos luego por la regla de Newton, se 
hallará que los cuatro son positivos, é iguales en conclusión á 
estos: 

a=34.832280288, ) c = 12.756441794, 

í * y 

6 = 32.060290872,) d= 0.350987046. 
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§. 9. 



Carácter y trascendencia del método explicado, — Aplícase tam 
bien á la investigación de las raices iguales. 



Advirtamos, para concluir, que á la resolución de las tres 
ecuaciones propuestas hemos procedido inmediatamente, sin 
detenernos á investigar los limites exiremos entre los cuales 
las raices podian estar comprendidas; ni, menos, á separar unas 
raices de otras; y hasta sin saber, ni preocuparnos previa- 
mente de averiguarlo, si las raices serian reales todas ó si las 
habria también imaginarias. 

Por el método en las páginas anteriores expuesto, la sepa- 
ración de las raices, la determinación de sus valores aproxi- 
mados, y la distinción de sus diversos caracléres ó especies, 
se efectúan por la misma regla y casi sin esfuerzo de la men- 
te, mediante una larga, pero muy sencilla, serie de operacio- 
nes, que cualquier mediano calculador puede verificar. 

Cuando todas las raices son reales, ya hemos visto cómo se 
aislan y determinan; y pronto nos convenceremos de que el 
procedimiento apenas experimenta modincacion alguna cuan- 
do existen raices mezcladas de ambas especies. Mas ¿por 
dónde inferiremos que la ecuación propuesta sólo contiene 
raices reales, y que, por lo tanto, nos hallamos en el caso más 
sencillo de cuantos en la práctica pueden presentarse? Por el 
siguiente simplicisimo carácter: porque lodos los coeficientes 
de todas las ecuaciones transformadas de la propuesta, que su- 
cesivamente se fueren obteniendo, hasta deducir aquella que 
prácticamente se confunda con la (5) del §. i,\ serán enton- 
ces posí/tuos. Y la razón es obvia. 

La ecuación propuesta equivale al producto, igualado á 
ceroy délos n factores x-^-a, x + b, X'\'C y puede con- 
tener términos positivos y negativos, según sean los signos de 
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a, h, c Pero sü primera transformada equivale al prodüc 

to de los n factores ¿r-j-a', ¿c-f6*, X'{-c* ♦ y, cualesquiera 

quesean los signos mencionados, si aquellas cantidades son 
reales, lodos los términos serán nccesariamenie positivos. Y lo 
mismo sucederá y se advertirá en las transformadas sucesivas, 
cuyos coeiicientes, además, propenderán hacia otros tantos 
limites determinados, si las raices de la propuesta, prescin 
diendo de sus signos, pueden considerarse como propiamente 
desiguales ó diferentes. 

Por los caracteres opuestos, como en el capitulo próximo 
procuraremos demostrar, se infiere precisamente la existencia 
de las raices imaginarias. 

Ni se crea tampoco que, cuando entre las raices reales de 
la ecuación hay dos ó más iguales, falla el método ó se com- 
plica en demasía: cuando todo lo que su aplicación demanda 
entonces es un poco de atención y discernimiento de parte del 
calculador. 

¿Qué sucedería, por ejemplo, si las tres raices mayores, 
a, b y c, coincidiesen en valor, aunque discrepasen en sig- 
no? — Que en la expresión simbólica [a™], habría entonces 
tres términos iguales, superiores á lodos los demás conseculi- 
vos, y que el limite de aquella expresión se hallaría represen- 
tado por 3a™; tres, también iguales, en la [a" 6°*], cuyo li- 
mite sería 3a*"; y que en la [a™ 6™ c"J propenderían á des- 
vanecerse lodos los términos, desde el segundo inclusive, pa- 
rangonados con el primero, o*™. — Loscoeficienles de la trans- 
formada (2") podrían en este caso representarse del siguien- 
te modo, atribuyendo á las letras 8 valores relativos muy 
pequeños y como evanescentes en colejo de los términos con 
quienes los por estas letras designados se comparan: 



1, 3a«-f 8., 3a»'" -I- 8,, a»"-}- 83, o"»d" + 8,, 



Y, por muy grande que ya m sea, ¿qué sucederá cuando 
de la transformada (2™) pasemos, por la regla del §. 3.% á 
la (2»°*) ?— Sucederá, y se advertirá sin la menor dificultad, 
que los coeficientes de la última, segundo y tercero, no se ob- 
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tienen por simples elevaciones al cuadrado, ó duplicaciones 
de los logaritmos respeclivos,»de los 3a"4-5i y 3íi'° + 5i; 
pero si todos los demás que les siguen á continuación. A los 
coeficientes segundo y tercero de la transformada (2™) cor- 
responden en la (2'"*) los 3a"" y 3a*°*, que distan mucho de 
confundirse con los cuadrados de los 3a"* y 3a*"; pero, des- 
de el ciíarlo inclusive en adelante, la ley, en la formación de 
los anteriores fallida, vuelve á imperar rigurosamenle y ya 
sin excepción alguna. 

La señal ó indicio de que entre las raices reales de la 
ecuación propuesta las hay iguales ó casi iguales, consistirá, 
pues, en que al principio, en el medio, ó al fin, de las diver- 
sas ecuaciones transformadas que sucesivamente unas de otras 
se fueren desprendiendo, por la regla general del §. 3/, exis- 
tan uno, dos ó más coeficientes consecutivos, que, sin variar 
de signo, no puedan, sin embargo, considerarse nunca como 
cuadrados de los que inmediatamente les corresponden y pre- 
ceden en la transformada anterior, ú obtenerse sus logaritmos 
por simples duplicaciones de los ya encontrados, ó con inde- 
pendencia completa de los logaritmos de los demás coeficien- 
tes, anterioi*es ó posteriores al del orden que se procura ob- 
tener. Cuando esto se advierta, há lugar á reflexionar: á infe- 
rir, por el número de coeficientes en cierto modo indetermi- 
nados, el de las raices iguales; y á xleducir el valor de la raiz 
múltiple, con auxilio del primer coeficiente determinado que á 
los indeterminados siga. Y, si esto último no fuese fácil ó po- 
sible alguna vez, há, por lo menos, siempre lugar á sospechar 
que la ecuación propuesta contiene raices iguales, y á tratar 
de descomponerla en factores por el procedimiento general de 
investigación, explicado en los tratados generales de Álgebra. 
Procedimiento en verdad elegante y muy satisfactorio en teo- 
ría; pero que fuera absurdo precipitarse á poner en práctica, 
sin abrigar alguna sospecha y confianza, previamente adqui- 
ridas, de que el fatigoso trabajo que su aplicación demanda 
no carece de oportunidad ú objeto. 

Sin perjuicio de insistir más adelante sobre este mismo 
asunto, aclaremos ahora lo acabado de exponer con un par de 
ejemplos muy sencillos: 
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(a) — Si se tratase de resolver la ecuación 

al llegar á la transformada simbólica 

(2») X' + 5.1175132 x' + 9.6329731 x + 9.6329598 = O, 

habríamos ya advertido que el coeficiente de x propende ha- 
cia cierto limile; mas nó el de x*: el cual, en el paso de una 
transformada á otra, experimenta considerables modificacio- 
nes por la influencia que en su valor ejerce el coeficienie que 
le sigue en la anterior ó primera. Y que la ecuación (2*) po- 
see alguna cualidad extraña ó poco frecuente, acabaríamos 
de comprenderlo al construir la transformada 

(2*) ¿c» + 9.9339896^* + 19.2659196 a? + 19.2659196 = o; 

cuyos coeficientes tercero y cuarto discrepan muy poco y 
nada, respectivamente, de los duplos de los mismos coefi- 
cientes en la (2"), y considerablemente el segundo, por el 
contrario. 

¿Qué pensar de la ecuación (2°)? ¿que tiene dos raices 
¡guales, puesto que el número de los coeficientes indetermi- 
nados en la serie de las transformadas no pasa de uno? ¿y que 
estas dos raices iguales, ó muy poco diferentes una de otra, 
deben ser las mayores, en atención al lugar que ocupa el ex- 
presado anómalo coeficiente? — Pero, si esto fuera verdad, 
deberla verificarse que: 

log 2a'' = 9.9339896, y log o''" =19.2659196. 

Y esto es, por cierto, lo que se verifica y sucede. La raíz 
doble, ó la parte común muy considerable de las raices a y ¿, 
se deduce de cualquiera de estas dos ecuaciones condiciona- 
les, y es igual, en valor absoluto, á la que sigue: 

« = ¿ = 1. 414214. .. = V^T. 
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Eü valor, hemos dicho; porque el raélodo de investigación 
no distingue de signos; y porque, si al examen de las condi- 
ciones comprendidas en la ecuación (2^) apelásemos para sa- 
lir de dudas en el caso presente, concluiríamos que la igual- 
dad de ambas raices sólo en el primer concepto se verifica- 
ba. — La tercera raiz. c, se hallaría por el procedimiento 
general; y. como la transformada {i') claramente nos reve- 
la, coincide en valor con la unidad. 

(6)— Las mismas dos raices iguales que la ecuación ante- 
rior, posee la siguiente: 

(2") x' — x' — 9x' + ix+íi = (i, 

Y para descubrirlas, y aun para resolver por completo 
esta ecuación, basta deducir sus diversas transformadas hasta 
la (2«) ó (2«), á lo sumo, y advertir cuidadosamente lo que 
entonces sucede. Y lo que sucede es: que los coeficienles de 
a?» y x\ y de x"* como siempre, se deducen desde la (2«) en 
adelante, por simples duplicaciones de los análogos en la trans- 
formada anterior: mieulras el de x' permanece como inde- 
terminado, ó sometido á la influencia que en su composición v 
valor ejercen los que le preceden y siguen. De la transformada 

(2«) X* + 32.2650934 x' + 54.0862744 x' 

+ 64.0202616 ¿c + 73.3521 944 = O, 

después de verificado el trabajo y vencidas las dificultades 
que su construcción demanda, como por instinto se despren- 
den las consecuencias en los siguientes términos formuladas: 

loga' =32.2650954; 

log(a6/ =54.0862744; 

Iog2((i6cr' = 64.02026l6; y 
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\og {abc'f =73.3321944. 



i 
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Las dos raices mayores y una de olra diferentes, a y 6, se 
deducen, como de costumbre, de las dos primeras anteriores 
igualdades; y la raiz inferior y doble, c, de la combinación 
de la igualdad tercera con la segunda, ó de la cuarta con la 
tercera. 

La coexistencia en la ecuación primitiva de ambas espe- 
cies de raices complica, pues, como se acaba de ver, poquísi- 
mo ó nada el método de solución en este capitulo expuesto: 
método verdaderamente general, ó aplicable, con discerni- 
miento y pulso, á todos los casos que en la práctica puedan 
surgir y presentarse. 
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CAPITULO II. 

Determinación de los módulos de las raices ima- 
ginarias, cuando la ecuación sólo contiene raices 

de esta especie. 



§. 10. 

Definición del nuevo problema. 



Una ecuación de grado par, in por ejemplo, que sólo 
contenga raices imaginarias, se puede considerar, en principio, 
como compuesta de n factores, trinomios reales de 2.® grado, 
de la forma x^ + fx + g^ ; en los cuales debe necesariamente 
verificarse que f< ig. Para la definición completa de estos tri- 
nomios, necesítase, pues, conocer, en magnitud y signo, lo 
que vale ^ y sólo eu el primer conceplo lo que g represen- 
ta.— Los valores absolutos de g, correspondientes á los n 
trinomios, ó n pares de raices imaginarias conjugadas, que la 
ecuación, por hipótesis, contiene, son los módulos de estas rai- 
ces, y las incógnitas del problema que á renglón seguido nos 
proponemos principalmente determinar. Del cálculo de los 
valores de f trataremos con especialidad en el capítulo in- 
mediato. 

El trinomio íc' + f^ -{-g^ equivale á este producto de fac- 
tores de primer grado, con relación á la letra x: 

Ó á este otro, si previamente suponemos que 
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Ó al siguiente, si conlínuamos suponiendo que 



a B 

eos cp = — ■ y sen<f= ^ 



V^a» + p« \/a* + |3' 



{^+ff(coscp+v^ — 1 sencp)}x {x+g{cos<f—\/ — 1 sencp) }. 
Ó, en último extremo, al nuevo trinomio: 

íc' + 2flfC0Scp . a? +flf'. 

« 

Y, del propio modo que la ecuación propuesta, aquella 
otra cuyas raíces sean las potencias m de las raices de la pri- 
mitiva podrá considerarse como equivalente á un producto de 
in factores de primer grado, conjugados, de la forma 



j? + gf"* (eos mcp zi: v/ — 1 sen m^f) ; 

ó de n trinomios de segundo, de esta otra: 

x^ + 2gf" eos wcp . a; + g*^ ; 

ó de la siguiente, algo más breve y sencilla, si por /m repre- 
sentamos el coeficiente del segundo término: 

De la igualdad 

fm = Íg'^cosm(f, 

se desprenden inmediatamente tres importantes consecuen- 
cias: 
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1.* Que el valor de /"m será, por regla general, ¡uferior 
siempre al de 2^"*. 

2.^ Que, conforme m aumente, /m podrá aumentar ó dis- 
minuir, sin propensión ó tendencia hacia limite alguno deter- 
minado. 

Y 3/ Que, no sólo el valor absoluto, sino el signo de fm-, 
depende del valor de m, y puede variar, conforme varía y 
aumenta m, al parecer sin orden ni concierto. 

Únicamente cuando mcp, por excepción rarísima, fuere 
igual á Tc, ó á un múltiplo de iz, ó de la semicircunferencia, 
el valor absoluto de fm lo sería k ig"^: con la particularidad 
notable de que lo propio sucederá luego cuando, en las trans- 
formadas sucesivas de la ecuación propuesta, del exponente m 
pasemos al 2m, ó al 4m, etc., etc.: como si la primera trans- 
formada en que esto se verifica, en vez de dos raices imagi- 
narías, correspondientes á las de la propuesta, contuviese dos 
raices reales, é iguales ambas á g^. Pero, aun cuando fm pro- 
penda entonces hacia el mismo limite que 2p™, su signo per- 
manecerá indeterminado; y, por las incesantes variaciones 
del signo, inferiremos lo que en este caso excepcional sucede, 
y pudiera por de pronto confundirnos. 



§^ 11. 

Composición y análisis de la ecuación del grado in , cuyas 

raices son todas imaginarias. 



Cuando suponíamos la ecuación compuesta de n binomios 
de primer grado, de la forma 

so + Oy X'\'b, íc-|-c, 



la representábamos abreviada y simbólicamente de este modo; 
a;" + [a]a;''-' + [o6]^»-»+ + [ab..,k]x + ab...kl=(i. 
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Pues, suponiéndola ahora conopuesla de n trinomios de 
2.**' grado, de la forma 



^^ + A^+í/^ ^*+^^+5'^^^+/"^+í/''^ 



tratemos de encontrar su expresión final, análoga á la prece- 
dente. — Para mayor claridad en este asunto , procederemos 
por partes, y procuraremos llegar al caso general y más com- 
plicado por inducción, ó examen comparativo de lo que suce- 
de en otros casos particulares y más sencillos. 

Considerando primero el caso de constar la ecuación propues- 
ta de un sólo trinomio, y después de dos, cuatro, seis, etc., etc., 
trinomios, de análoga forma todos, si se efectúa el producto 
de cuantos en cada caso se admitan, obtendremos las ecuacio- 
nes de 2.^. 4.^», 6.° grados á que corresponden, y cuyos 

coeficientes escribimos á continuación. 

Ecuación de 2.^^ grado... Co=l 

C.=f 

Id. de 4.» grado C«=\ 



Id. de 6." grado <7o=l 



»r i»rf 






55 



1(1. de 8." grado 



« • 



c. 



=1 



tt /» f 



b']+[fn 

■■\3* n-\-\í/' r n+í r f" / 
-{3'rr]+\á'rf"r"] 

■-{3'9"9"r"] 
-9' 9" 9'" 9'"'- 



Fácil sería, aunque bien escusado, traducir al castellano 
la regla de composición de las diversas ecuaciones conside- 
radas, en los precedentes símbolos contenida; y no menos fá- 
cil penetrarse de su generalidad, ó posibilidad de su aplica- 
ción á otros ejemplos más complicados. 

¿Cuáles serán, en efecto, los coeficientes de la ecuación 
del grado décimo? 

Los de la de octavo, sucesivamente multiplicados por 1, 
por f^", Y porp*^\ — coeficientes del nuevo trinomio com- 
ponente £c'-|-/*'áF + 9'^',— y sumados unos con otros, ó dis- 
puestos los productos parciales asi obtenidos del siguiente 
modo: 

Ecuación del grado 10.'' 



Co=í 

0.=^] + un 
c.=wn+[frn 



+f 



I? 



+ W\ . /" + [/■/'] f 



IT 



+ [/].r* 



Y, hasta sin efectuar la suma de los tres grupos de lér- 
minos asi dispuestos, se concluye de la primera ojeada que la 
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ecuación del grado 10.^ obedece á la misma ley de composi- 
ción que las de los grados inferiores : ley generalizada y re- 
sumida de un modo bastante explícito en la expresión general 
siguiente de la ecuación del grado 2n; 

(13) ^^"+[n^*^-' + ([9»] + [//"])^^'^-^ + 



+[?¥' i/^"-'^V"-']«+</Y' ff(»-*)'=o. 

En esta ecuación general, como en las varias particulares, 
propuestas para su mejor y más pronta inteligencia, se ad- 
vierte desde luego: 

1.^ Que todos los coeficientes son homogéneos, y lodos los 
términos de su mismo grado, 2n. 

^.^ Que los coeficientes equidistantes de los dos términos 
extremos son del mismo grado, variable con la posición ó dis- 
tancia, con respecto á las letras /. 

Y 3.° Que en los coeficientes de orden ó lugar impar uno 
de los términos es esencialmente positivo é independiente de 
las f, ó de los segundos coeficientes de los trinomios de don- 
de la ecuación procede. 
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§. 12. 

Transformación de la ecuación propuesta en otra cuyas raices 
sean las potencias m de tas raices incógnitas. — Cálculo de los 

módulos. 



Eülre la ecuación general, cuya composición acabamos de 
inquirir y determinar, y aquella cuyas raices sean las polen- 
cias m de las raices de la primera, no hay más diferencia 
sino que la una procede de la multiplicación de los trinomios 



y la otra de la multiplicación de los siguientes: 



n sm 

I • • • • • 



Luego la transformada final de la ecuación propuesta po- 
drá inmediatamente escribirse de este modo: 

(U) ^- + [A]fl?*"-* + ( L?'"] + Am r™] ) ^"'' + 

+ ([5'"rin]+[/«.rmrm])a:--»+ 






Veamos ahora en qué se convierte esta ecuación cuando el 
exponente ó número m aumenta indefinidamente. 

En los coeficientes de lugar par, — segundo, cuarto, etc. — 
ni un sólo término es independiente de las fm', y como ^. 
igual á 2</™cosmcp, es cantidad variable, por regla gene- 
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ral, en maf^nitud y en signo, resulla que variables serán 
también en ambos conceptos los coeficientes mencionados. 
Por lo tanto, no hay que esperar simplificación alguna de 
la última ecuación, en cuanto á estos coeficientes pares se 
refiere, por mucho que m aumente; y el primer indicio, en la 
práclica, de que una ecuación comprende sólo raices imagina- 
rias, consistirá en la variabilidad irregular de los coeficientes 
ahora considerados, conforme de la ecuación propuesta, por 
la regla del §. 3.^ aplicable á todos los casos, se fueren dedu- 
ciendo otra y otras, cuyas raices sean los cuadrados, cuartas 
potencias, octavas, ele, etc., de las raices que se buscan. 

Mas, por el contrario, suponiendo que los módulos sean 
propiamente desiguales y que 

.. 9 >9 > > 



los términos de lugar impar, — tercero, quinto, etc. — admiten 
muy notables simplificaciones. Para precisar las ideas fijémo- 
nos, por de pronto, en el primero de los citados, ó coeficien- 
te, en la ecuación (14), de la potencia 2w — 2 de x. 
Este coeficiente. 



[*/*"■] + [A r.rA . 



consta de dos partes. 



La primera. [j'^'^T, puede escribirse como sigue: 



[í/"T=í/^" + //^" + .9 *" + = 



sm / .. » am 



(f) -(f ) 



=^-x 1+ 4- +^ + 



y, asi presentada, no admite duda que el limiíe hacia el cual 
propende, conforme aumenta m, se confunde con su primer 
término, g^"^. 

La segunda parte del mismo coeficiente, [fm f'm] , es in- 
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ferior á la expresión análoga que se obtendría si, en vez de 
las /m, pusiésemos en ella los valores extremos y como limi- 
tes de estas cantidades, 2^"", y si considerásemos todos los 
términos componentes como positivos. En resolución, y sin 
ningún género de duda: 

Pero el límite de la suma 4 [^"^ g'""]* como el de la ante- 
rior [g^^], y por el mismo motivo, es igual á su primer tér- 
mino Ig'^g''^. Luego la suma [fmf'm] podrá suponerse final- 
mente inferior á ig'^g''^. Y. como la relación de los dos tér- 
minos, 4^™ 5^'" y g^"^, se halla expresada por 



(f r • 



y esta relación propende hacia cero, conforme el exponente m 
aumenta más y más, resulla que en el coeficiente total, 

[gn + [fmf'm]. 

el simple término ^'"^ será entonces el predominante, ó aquel 
en cuya comparación todos los demás pueden considerarse 
como evanescentes y despreciables. 

Análoga conclusión se deduce del análisis del coeficiente 
de la potencia in — 4 de x: 

Este coeficiente es, en efecto, inferior al que se obléndria 
si en los términos segundo y tercero las /m se reemplazasen 
por sus limites superiores 2^*", y todas las partes componen- 
tes de aquellos términos, de signo en general dudoso y varia- 
ble, se considerasen como posílivas: inferior, en suma, á esta 
otra expresión analítica : 
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Pero el iimile (le esla úllima expresión, por ser g>g'> 
9">g"> se confunde con esla olra, noucho más sen- 
cilla: 

equivalente á la que sigue: 



DI / ri fii . til 



^'■"<?"»X 1 + 4|-|^) +16 (-^^) 

Y, asi presentado, concluyese inmedialamenle que este tal 
límite discrepará cada vez menos, conforme aumente m, del 
sólo término g*^ g*"^^ 

Sin grave complicación ni variante alguna esencial, puede 
aplicarse el mismo razonamiento á todos los coeficientes aná- 
logos, ó de lugar impar, de la ecuación (14); hasta deducir 
finalmente que dicha ecuación, limite de todas las transfor- 
madas de la primitiva, se reduce á la que sigue: en la cual la 
letra fo representa un coeficiente cualquiera de lugar par, 
indeterminado en magnitud y en signo: 



Y obtenida esla ecuación, que reemplaza á la (5) del Ca- 
pilulo I, no hay que decir cómo se calcularán los n módulos 
buscados: por la misma regla que las raices reales, cuando la 
ecuación propuesta sólo las contiene de esla especie: ó pres- 
cindiendo en la última transformada de los coeficientes de lu- 
gar par; dividiendo unos por otros, — el tercero por el segun- 
do, el cuarto por el tercero, etc., etc., — los de lugar impar; 
y extrayendo, por los procedimientos ordinarios de la Ar¡l- 
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mélica, de los cocientes resultantes las raíces de índice im, 
ó sólo del índice m si, como casi siempre sucede, basta co- 
nocer los cuadrados de aquellos módulos. Las varias adver- 
tencias consignadas en las páginas anteriores para facilitar en 
la práctica la investigación de las raices reales, serán, pues, 
aplicables sin restricción ó cortapisa á la determinación de los 
módulos de las raices imaginarias. 



§. 13. 

Dificultad de resolver por completo, y en general, la ecuación 
del grado 2n, — Advertencias útiles para la resolución de las 

ecuaciones de cuarto y sexto grados. 



Pero la descomposición de la ecuación propuesta en tri- 
nomios de segundo grado, ó la resolución completa del proble- 
ma que nos ocupa, exige algo más que el conocimiento de los 

terceros términos, g^, g^, /", , de aquellos trinomios: 

el de los coeficientes /", /", f'\ de los segundos térmi- 
nos. Veamos si esta última parte del problema es tan fácil de 
resolver como la anterior. 

Si la ecuación propuesta fuese de cuarto grado, según lo en 
otro párrafo ya expuesto, podríamos representarla de este 
modo: 

Y de aquí inmediatamente se deduce que 

c.=g'r+rf'^ y 

C. = 9' + g'' + fr . 
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De eslas Ires ecuaciones, suponiendo ya conocidos los 
cuadrados de los módulos g^ y jr", las dos primeras servirán 
para hallar sencillísimamenle los valores de / y f\ y la ter- 
cera como medio de comprobación de las operaciones numé- 
ricas efectuadas para despejar estas dos incógnitas. Deter- 
minados, pues, los módulos, la descomposición de la ecua- 
ción completa de cuarto grado en dos trinomios de segundo se 
reduce á la resolución de dos muy sencillas ecuaciones de 
primero. 

Si fuese la ecuación propuesta de sexto grado, podríamos 
escribir por de pronto: 

E igualando unos con otros los coeficientes de las mismas 
potencias de x, en ambos miembros contenidos, nos resulta- 
ría entonces que 

C. = [f] 

c>=[9'n+frf"- 

Las incógnitas en este caso son tres: f, f y /"'; y para 
determinarlas disponemos de cinco ecuaciones: dos A^ primer 
grado, dos de segundo y una de tercero. 

Si de las dos primeras se deducen los valores de /"y f\ 
en función lineal de /", y estos valores se sustituyen en la 
tercera, ésta se convertirá en una ecuación de segundo grado, 
con la sola incógnita /"', de la cual dependerá la descompo- 
sición en trinomios de la de sexto grado propuesta. Y las dos 
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ecuaciones reslanles, de segundo y tercer grado, servirán para 
cerciorarse de la exactitud de los valores encontrados de 
f> f y r» fl"® simultáneamente deben satisfacer á las cinco. 

Mas conviene advertir que, siendo la ecuación final, resul- 
tante de la eliminación de /* y /" en las tres primeras ecua- 
ciones , de segundo grado con respecto á /"', dos serán los 
valores que á esta incógnita correspondan, y otros dos á las 
f Y r <iue de ella linealmente dependen. Y como la descom- 
posición de la ecuación de sexto grado, en tres trinomios de 
segundo, correspondientes á los tres pares de raices conjuga- 
das, debe ser única, el doble sistema de valores de /*, /*' y /"', 
introduce en el problema cierta indeterminación ó vaguedad, 
molesta en la práctica. 

Pues si de la ecuación de sexto grado pasamos á la de oc- 
tavo, mayores serán la dificultad é incertiduxnbre de esta espe- 
cie que al resolverla encontremos. 

Para hallar los valores de f, f\ /" y /"" dispondríamos 
entonces de siete ecuaciones: dos de primer grado, corres- 
pondientes á los coeficientes Ci y Ct; dx)s de segundo, á los 
Cí y Ce', dos de tercero, á los C3 y C»; y una de cuarto, al 
coeficiente central C*. Prescindiendo de las tres últimas, ó 
considerándolas como simples ecuaciones de condición, ó de 
comprobación de los resultados que las cuatro primeras arro- 
jaren, nos quedan cuatro ecuaciones todavía: dos de primero 
y dos de segundo grado, con cuatro incógnitas: las cuales, por 
la eliminaron de tres, se funden en una sola ecuación de 
cuarto grado, con la incógnita restante f'\ de cuyo valor 
dependen los de /*, /' y /". — La descomposición en cuatro 
trinomios de la ecuación de octavo grado depende, pues, en 
último extremo, de la resolución de una ecuación de cuarto, 
y de la elección entre los cuatro sistemas de valores de 
f> r» n y / "» q"® por su medio se obtuvieren, de aquel 
que propiamente satisface ó corresponde al ejemplo pro- 
puesto. 

Como ventajosa podria tal vez considerarse aún la reso- 
lución de la ecuación de octavo grado por el método referido. 
Pero el vicio principal de semejante procedimiento y la ne- 
cesidad de abandonarle por otro más sencillo y preciso se 
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descubren desde el momento en que traíamos de aplicarle á 
la descomposición de la ecuación del grado décimo en cinco 
trinomios reales de segundo. 

De nueve ecuaciones, análogas á las en los casos anterio- 
res analizadas, dispondríamos entonces: dos de primer grado; 
dos de segundo: dos de tercero; dos de cuarto; y una de quin- 
to. Prescindiendo de las cuatro últimas y más complicadas, 
quedariannos cinco, de primero, segundo y tercer grado. De 
las dos primeras deduciríamos los valores de /y /" en fun- 
ción lineal de /"', f" y Z"'^; y, sustituidos estos valores en 
las demás, tendríamos dos ecuaciones de segundo y una de 
tercer grado, con estas tres incógnitas restantes. La elimina- 
ción de /"', por la combinación reciproca de las dos prime- 
ras ecuaciones, y de una de las primeras con la tercera, 
transformarla el sistema de tres ecuaciones en otro de solas 
dos; una de cuarto grado, y otra de sexto, con las incógnitas 
f" y Z**^. Y la eliminación entre ambas ecuaciones de la /*'", 
reducirla ó elevarla la dificultad á la resolución de una ecuación 
final del grado 24.— Lo que se presenta como muy sencillo y 
recomendable en la práctica, cuando la ecuación propuesta es 
de cuarto grado; y se complica y embrolla un poco, cuando 
de sexto; y con dificultad puede aplicarse, cuando de octavo: 
desde el grado décimo en adelante es, si no absolutamente 
irrealizable y absurdo, complicadísimo é inconveniente á to- 
das luces. 

§. 14. 

Regla de Newton para corregir los valores aproximados de ¡os 
módulos, y aun de las mismas raices imaginarias; ya por cual- 
quier procedimiento deducidos. 



Dejando para el capítulo inmediato la exposición del mé- 
todo general que debe preferirse para determinar los valores 
de /, que á los n trinomios corresponden, supongamos ahora 
que ya estos valores y los de g son conocidos con cierto gra- 
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do de aproximación: con el que puede obtenerse, por ejemplo, 
empleando para calcularlos las tablas logarítmicas de solas 
cinco cirras decimales; y veamos cómo, obtenido este primer 
resultado, pueden luego deducirse otro ú otros, cada vez me- 
nos erróneos, ó menos discrepantes de la verdad. El procedi* 
miento para esto apenas difiere del que se explicó y empleó 
cuando, en el anterior capítulo, se trataba de corregir los va- 
lores aproximados de las raices reales; y, en sustancia, es 
siempre el primitivo y muy sencillo método de Newton. Ex- 
poniéndole, con las variantes de forma que necesariamente 
pide el cálculo de las raices imaginarias, completaremos el 
cuadro comparativo de las reglas que en la investigación de 
ambas especies de raices deben observarse; y hasta demos- 
traremos la casi identidad de tales reglas en ambos casos ex- 
tremos. 

Si, cuando Xo représenla un valor real muy aproximado 
de áP, podemos, sin error de trascendencia, escribir la ex- 
presión siguiente: 

(16) f{x) = f{Xo + ^Xo) = f{Xo)-]'^Xo.r{Xo) = 0, 

de la cual inmediatamente se deduce el valor de la correc- 
ción buscada, ^Xo, lo mismo debe sernos permitido cuan- 
do Xo posea la forma imaginaria, «o + PoV^ — 1. Porque la 
corrección en este segundo supuesto tendría también la forma 

análoga, Aao + ^PoV^ — 1; y» en el desarrollo del polino- 
mio f{Xo'\'^Xo)r con relación á la parte real del segundo 
término, AíCo-/'' (^o). serían despreciables las parles ó can- 
tidades del mismo nombre de los lérminos sucesivos, por de- 
pender éstas de los cuadrados y potencias superiores de las 
cantidades, reales también y muy pequeñas, AaoyA^o; y 

los coeficientes del radical s/ — 1, desde el tercero inclusive 
en adelante, igualmente lo serian, por idénlico motivo, con re- 
lación al coeficiente del mismo radical en el segundo término 
del mencionado desarrollo. Luego, sea de la forma que quie- 
ra, si Xo verdaderamente representa un valor aproximado de 
X, que deba satisfacer á la ecuación f{x) = 0, siempre po- 

5 
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dremos comenzar por escribir esta primera expresión, fun- 
damental de cuanto sigue: 

(17) /•(íCo + Ax.)=A«.) + Aa;.-/"(«o)+...= 

[¿Po"] + [«a-o»] X — ' = [¿Co*] + [«¿Co"] X A log ¿Po = O 

Por otra parte: si el trinomio ¿c'+A^ + í/o* comprende 
estas dos raices conjugadas 



a?o = — 5^0 (eos 'f o + v^ — 1 sen fo) y 
xd = — Qo (eos cpo — V — 1 sen oo) 

y sucesivamente las sustituimos, en vez de ¿r, en la ecua- 
ción f{x) = 0, que ahora supondremos, para simplicar un 
poco la escritura, del grado n, nos resultará que 

[xo "]=/(¿ro)=[(— í^o)" cosncpo]+[(— ^o," sen n<fo]xV^ y 
[xo' ^]=f{xo)=[{—go]'^ eos w?o]— [(— fl'o)' sen ««pj X V—í 

Y de análogo modo deduciremos, generalizando lo que en 
el §. 8.® se explicó, que 

[nxo "] = [n (— ^o)» eos ncpj + [n (— .^o)" sen ncfo] X \/— 1 ; y 
[nxo •] = [n (— ¿fo)' eos ncp o] — [n (— Qo)^ sen noj X \/ — 1 

Suponiendo ahora, por brevedad, que 

[ (— 5o)' eos n(Do]=P eos Q, y [ {—Qo)^ sen ncpo]=P sen Q; 
[n ( — ^o)' eos nf o]= p eos 't, y [n (— firo)" sen ncpo]= p sen ^ , 
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(le la ecuación (17) se concluye que 

PcosO+PsenO V— 1 + 



p(cos^ + sen^.v/— l)xAloga?o=0; y 

P eos (3 — /> sen O V— 1 + 

P (eos ^ — sen t¡/ . v^Hí ) x A log Xo = O 

Y de eslas dos úllimas ecuaciones, combinándolas una con 
olra por adición y suslraccion, se desprenden las dos si- 
guien les: 

2 P eos O + p eos ^j^ (A log ¿To + A log ^o') + 

psen^(Alog¡ro— logAíPo')v/— 1 =0; v 

(18) ; _ 

2 P sen Q . y/—\ + p eos ^ (A log¿ro— A log^To') + 

p son ^ (A log Xo + A log Xo) \/—l = O 

En las úllimas nuevas ecuaciones figuran en realidad como 
incógnitas la suma y la diferencia de las dos correcciones, 
A log. ¿E^o y Alog. ¿To'i correspondientes á los logaritmos de 
las raices conjugadas Xo y Xo ; pero no son éstas las correc- 
ciones que ahora propiamente se buscan, sino las de los valores 
de go y ^, ó de fl'o y ?o. Procuremos, pues, averiguar la de- 
pendencia que entre unas y otras existe, y si, por la sustitución 
de aquellas por éstas, el sistema (18) admite alguna simplifi- 
cación notable. 

Por de pronto sabemos que 



log Xo = log {—go) + log (eos 'fo + v^— 1 sen ©o) ; y 



log Xo = log (— go) + log (eos Oo — v/— 1 sen ? o) 
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Pero, representando por e la base del sistema de logarit- 
mos neperianos ó naturales, que son los en este párrafo con- 
siderados hasta ahora , también puede admitirse como ya de- 
mostrado y sabido que 



c"^** =coscpo + V'— 1 sen^o; y 



? "^"^ ^?=C08cCío— /— 1 



cosípo — V — isencpo 



Luego: 



loga?a=log(— fl^o)+?ov/— 1; y loga?o'=log(— 5^o)— ?ov/— 1 

De donde, por transformaciones muy sencillas, se con- 
cluye finalmente que 

!Alogjro + ^íog¿ro' = 2. Alogj^o. y 
A log Xo — ^ log Xo = 2 v/ — 1 . A cpo 

Mediante el sistema de ecuaciones (19), el (18) se conver- 
tirá en el que sigue: 

ÍPcosQ + pcos^j^. Alog^fo — psen^j^. Acpo = , y 
PsenO+psentl. Alog^^o + pcosA. Acfo = . 

Y de éste, — multiplicando la primera ecuación por eos ^ 
y la segunda por sen i/, y sumando uno con otro ambos pro- 
ductos; y volviéndolas luego á multiplicar, por sen^ la pri- 
mera, y la segunda por cos^, y restando del ultimo pro- 
ducto el anterior, — se obtienen los siguientes resultados: 

AI 1 Al ^H ^9o P eos {Q—ij) 

Alog5ro=log 1-1 )=- = ; 

^ 9o/ 9o ? 

A'fo= = — 
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Para deducir todavía de las correccíoDes A^oV Acpo la 
de /o, A/*o, basta recordar que 

/o = ÍQo eos (fo ' 

Pues de esta última ecuación, combinada con las dos (21), 
despreciando los cuadrados de A^^ y A /o, ó el produelo de 
estas cantidades, se desprende esta otra: 

(22) ^fo = i(go + Ajfo) . eos (<po + ^<fo) — igo eos fo = 



Y si a la corrección de /o se prefiere la de su logaritmo, 
Alog/o, fácilmente se hallará, despreciando las mismas po- 
tencias, segunda y superiores, de las correcciones análogas, 
^go y Afo» o sus productos, mediante la serie de transfor- 
maciones que á renglón seguido indicamos: 

log A = log 2 + 1 og flTo + 1 og eos cpo ; y 

(23) A.IogA=^-?^.A^, = _í:Í2Ü^Z±bll) 

^0 eos (Po P eos cPo 

Y, por el contrario, si á la corrección de go ó de su loga- 
ritmo, que la primera de las ecuaciones (21) suministra, pre- 
firiésemos la del cuadrado del módulo, gó^, inmediatamente 
la deduciríamos de este modo: 

(24) ^go' = igo.l^9o'b =-ig,\í^^^^^i:l 

P 

En resolución: conocidos los valores aproximados go, f o y /o* 
para calcular las correcciones que les corresponden, se sustitui- 
rá en la ecuación propuesta, del grado n, en vez de x, el valor 
real — g$; y, multiplicando el primer término del polinomio 
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resultante por cosn^o* el segundo por cos(n^l)(po, etc., etc.; 
y, de análogo modo, el primero por sen n (po, '.el segundo por 
sen(fi — 1)cpo, etc., etc., se obtendrán las sumas, simbólica- 
mente representadas por [( — ^ffo)" eos n <po] y [(— fl'oj'senwfo], 
respectivamente iguales á PcosQ y PsenQ; de donde se 
deducirán los valores de estas cantidades auxiliares» PyQ. Y, 
con leve aumento de trabajo, y casi al propio tiempo, multi- 
plicando cada término de los polinomios ó sumas anteriores 
por el exponente que en él posea la incógnita ^, ó el módu- 
lo go en su lugar sustituido, se calcularán las expresiones 
análogas [n (—.90)" eos w <po] y [n ( — go)^ sen n ^o] , iguales á 
pcos<]^, la primera, y á psen<]^, la segunda: suficientes 
para deducirluégo los valores de las nuevas auxiliares p y ^. 
Con estos antecedentes, el cálculo final de las correcciones 
buscadas, por medio de las fórmulas (21) á (24), sólo deman- 
da un poco de atención y conocimientos elementales y muy 
comunes de Trigonometría. — Cuando este cálculo hubiere de 
verificarse con auxilio de la primera de las fórmulas (21), ó 
de la (23) , se cuidará de multiplicar previamente sus segun- 
dos miembros por i/ (=0.4342945), con objeto de convertir 
los logaritmos neperianos en vulgares. 



§. 15. 

Aplicación á un ejemplo de la doctrina expuesta en los párra- 
fos anteriores. 



Apliquemos sin dilación la doctrina en este capitulo ex- 
puesta á la resolución de un ejemplo muy sencillo: no tanto, 
sin embargo^ que, tratándole por cualquier otro procedimien- 
to, no hubiese de parecemos complicado en demasía. 

Sea la ecuación de 4."* grado 

(g'^) a?^ + 8aí» + 13a?^ + 5a?+I00 = O 
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Las dos primeras transformadas, deducidas íDmediata ó 
directamente por la regia general del §. 3.^ son éstas: 

(2') «♦ + 38 a;» + 289 a;*- 2575 a; + 10* = 0; y 

(2') a;* + 866 «' + 29922 la;* + 850625 a; + 10' = O 

Y, reemplazando los coeficientes de^la última ecuación por 
sus logaritmos, por la regla citada se obtendrán las que si- 
guen, hasta la (2*) inclusive: 

(2*) »*+ 2.9375179 a;' + 5.4759920 a:» + 

+ 5.9297382 a; + 8.0000000 = 

(2») x*+ 5.1804533 a;» + 10.9457636 a:« — 

— 1 3.7717388 x + 16.0000000 = O 

(2*) ¿c* — 11. 1862877 ¿c» + 21.89252580:» + 

+ 27.2380574 x + 32.0000000 = O 

(2») X* + 21.9012523 x' + 43.7850555 x" + 

+ 54.1557932ír + 64.0000000 = 

En la 'primera transformada, (2*), el coeficiente de x, — 
segundo de los pares, — nos ha resultado negativo: lo cual 
prueba que no todas las raices de la propuesta son rea- 
les (§. 9.*). En la (2*) el mismo coeficiente es positivo; nega- 
tivo, por el contrario, en la (2»); y positivo otra vez en la (2*): 
su indeterminación en signo no puede ser más manifiesta. 
Pues en valor le sucede lo propio: como lo acredita la misma 
incerlidumbre ó variabilidad del signo, procedente de la gran 
influencia que, en el paso de una transformada á otra, ejer- 
ce sobre el cuadrado de este coeficiente el doble producto (§. 3.*") 
de los dos que inmediatamente le preceden y siguen. 

Con el coeficiente de ¿c», — primero de los pares, — acon- 
tece una cosa parecida. Positivo en la ecuación propuesta y 
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en sus dos primeras transformadas, en la cuarta {i*) resulla 
negativo, positivo en la (2'), y negativo en la (2"), que por 
innecesaria se ha omitido. 

Pero, en cambio, los coeficientes de a?® y ¿r' se conser- 
van siempre positivos, y convergen con gran rapidez hacia 
limites determinados, ó hacia valores independientes de los 
demás coeficientes de la ecuación. Ni aun cuando los cálculos 
se hubiesen efectuado con logaritmos de diez cifras decimales, 
discreparía el coeficiente de x^ en la (2^) del simple duplo del 
mismo coeficiente en la transformada anterior, (2*). — La ope- 
ración, verdaderamente difícil ó penosa, concluye, pues, en 
esta última transformada. De la cual inmediatamente se des- 
prende que 



K 
9 



loK (//",' =43.7850B55 y 

log{j/'</") =64.0000000 
O: \ogg^= 1.3682830, y log ,(7'* = 0.6317170; y 

r/» = 23.34979 .v"= 4.28269 

Conocidos los valores de ¡/^ y jf'*, ^cuadrados de los mó- 
dulos, — facilísinao es en este caso ítaliar los de f y f. 
Eu efecto: de la expresión 

(a;»+/'a;+^») («;»+/" x-\-g' ') = x'+S «'+13 «'+5 a;+100, 
se concluye que 

% 

/' =9.53466, y /" = — 1.53466 

Con los valores encontrados, de g^,g^, fyf* ^' Pro- 
ducto de los dos trinomios de 2.*" grado, en vez de coincidir 
exactamente con el primer miembro de la ecuación propues- 
ta, corresponde á esta otra ecuación, muy poco discrepante: 

X* + 8.00000 X' + 13.00003 a?" + 5.00000 a? + 99.99991 =0 
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Mayor forado de aproximación que ei obtenido desde lue- 
go, ú operando directamente con logaritmos de siete cifras 
decimales, seria muy difícil conseguir, ni con auxilio de las 
fórmulas (SI) á (24), ni por ningún otro medio. Para presen- 
tar, sin embargo, un ejemplo de la aplicación de que las 
citadas fórmulas son susceptibles, supondremos que g* y f 
se han calculado por de pronto con logaritmos de solas cin- 
co oifras decimales, — lo cual abrevia en gran manera las 
transformaciones de la ecuación ' propuesta , explicadas en 
los §§. 3/ y siguientes; — y que. mediante las fórmulas (22) 
y (24) se desea luego prolongar la aproximación hasta donde 
el uso de las tablas logarítmicas de siete cifras lo permita. 

Sean, pues, 

^« = 23.350; y /=9.53B 

Y de la fórmula f=ig eos <p deduciremos que <p=9" 23' 7" 4. 
Con estos datos y antecedentes pasemos ahora á calcu- 
lar los diversos términos de las expresiones simbólicas 
[( — qY eos l^] y [( — ^jf)* sen 4cf] , correspondientes á la ecua- 
ción propuesta y que tratamos de resolver. Los resultados, 
supliendo mentalmente el término conocido, 100, de la mis- 
ma ecuación , que pertenece al primer grupo, son éstos: 

—5.9 eos (p = — 23.837B0 

+13ff* eos 2cp = +287.40523 

— Sff» eos 3? = — 795.83636 

+</ eos 4^ = +432.31320 
[ i—gY eos i^]=P eos O = + 0.04457 

— 5ff sen cp = — 3.94003 

+13(/«sen2cp = + 97.67720 

— 8í/» sen 3cp = —425.94030 

+^* sen 4cp = +332.22408 

[ {—gY sen 4cp]=/> sen (3 = + 0.02095 
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Sí el primer lérmino del grupo [{— gY eos l(f] y el del 
t Í—9Y sen 4«p] , se multiplican por I , el segundo por 2, por 
3 el tercero, y el último por 4, y se suman los dos grupos de 
productos así obtenidos, sin prescindir de los signos, encon- 
traremos estos otros resultados: 

[4(— ^r)* eos 4y]=p eos ^ = — 107.28332; y 
[4 (-^)* sen 4<p] = p sen J^ = + 242.48979 

Para encontrar ahora los valores de P y O , y de p y ^ , el 
procedimiento es sencillísimo, como demuestra el adjunto 
cuadro de operaciones efectuadas: 

log.Psen0= 8.3211840 
log. P eos O = 8.6490426 



log. 


. tang Q — 

Q 
eos Q — 

P — 


9.6721414 




25«10'32".'2 


log. 


9.9566520 


log. 


8.6923906 



log. p sen I = 2.3846934 
log. p eos «I- = 2.0305322 n 



log.lang<l'= 0.3541612 « 



^ = 1130 51' 56 ".7 



log . eos «I- = 9.6070205 n 



logp = 2.4235117 



Y obtenidos eslos valores, los de Agf' y A/", calculables 
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por las fórmulas (S2) y (24), se deducíráD con no meuor sen 
cillez del modo que á conliuuacion se indica: 

Q= 25* 10' 32". 7 
1= 113 51 56 .7 



Q — <^= -88 41 24 . O 

<f= 9 23 7.4 



O — <!' + ?'= -79 18 16 .6 
.Iog^ = 6.56991 

log^'= 1.36829 



log A^' = 6.29731 n 



A/ = — 0.000198 
^' = + 23.350 



g, {g* corregido) = + 23.349802 



iP 
log — = 6.56991 

(22) < 

log eos (0—44-^)= 9.26865 

log^ =0.68414 



log A/'= 6.52260 n 

A/= — 0.000333 
/•= + 9.535 



/",(/■ corregido) = + 9.534667 
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Los valores corregidos de g* y de f concuerdan con los 
obtenidos por la aplicación directa del noiétodo» operando des- 
de un principio con logaritmos de siete cifras decimales. Y 
del propio modo podrian corregirse los de ^'^ y f\ si por de 
pronto los supusiésemos respectivamente iguales á 4,283 
y — 1,535. Pero ¡de cuántas piedrezuelas está sembrado este 
último tortuoso camino, y cuan fácil es tropezar y caer en él 
á lo mejor! Pruébese á recorrerle y se verá que no exage- 
ramos. 

Resulta, pues, en conclusión, que las fórmulas (21) á [ii), 
tan ingeniosamente construidas y tan dignas de estudio en 
teoría, por excepción únicamente será menester emplearlas 
en la práctica. Tanta es, en efecto, la eficacia del procedi- 
miento general de resolución de las ecuaciones numéricas en 
estos dos capítulos explicado, que apenas se necesita para 
nada lo que, con respecto á distintos y más famosos y cele- 
brados métodos, debe considerarse como complemento indis- 
pensable. 
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CAPITULO III. 

Descomposición en trinomios reales de segundo 
grado de la ecuación cuyas raices son todas 

imaginarias. 



§. 16. 

Condiciones que debe reunir el verdadero método de resolver 

el problema. 



Sabiendo ya« por lo expuesto en el capitulo precedente, 
cómo pueden determinarse los n módulos de las 2n raices 
imaginarias conjugadas de una ecuación , que sólo contie- 
ne raices de esta especie, fáltanos todavía, para dar por re- 
suelta la ecuación» ó para descomponerla por completo en tri- 
nomios reales de segundo grado, averiguar cuáles son los n va- 
lores de f, — coeficientes de los segundos términos de aque- 
líos trinomios, — que á los citados n módulos correspon- 
den. En los casos más sencillos también queda dicho (§. 13) 
cómo puede esto verificarse; pero las dificultades, de índole 
teórica y práctica, con que entonces tropezamos, nos obligan 
á considerar de nuevo el mismo asunto desde otro punto de 
vista, mucho más amplio y general. 

Procedimiento irreprochable en teoria, para conseguir el 
fin que ahora nos proponemos, sería aquél en que cada valor 
de f dependiese sin ambigüedad del correspondiente de ^ ó 
de ^*, y en que semejante valor, definido ya el de g*, se 
desprendiese de la resolución de una ecuación auxiliar, del 
grado fi á lo sumo, suponiendo que la propuesta lo Tuese 
del 2n. Esta ecuación auxiliar, cuyos coeficientes dependerán 
del valor que á un módulo cualquiera se atribuya, y cuya 
verdadera incógnita será la f, correspondiente al módulo 
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considerado, no puede, por regla general, ser de grado infe- 
rior al n; porque, si todos los módulos resultasen iguales» 
conservándose desiguales las f, al mismo valor de g* corres- 
ponderían n valores distintos de /; y estos n valores debe- 
rían proceder entonces de la sola ecuación auxiliar, forzosa- 
mente de este grado. 

Mas, si en vez de una, tuviésemos dos ecuaciones auxilia- 
res, cuyos coeficientes dependiesen del valor, g\ de un mó- 
dulo; ambas con la incógnita común, f, que del mismo mó- 
dulo depende; y cuyos grados fuesen n y otro cualquiera in- 
ferior á w, — determinando, por el procedimiento del máximo 
común divisor de dos polinomios, cuáles son el factor ó los 
factores comunes que necesariamente deben poseer, conse- 
guiríamos resolver por completo el problema propuesto, ó 
reducir su dificultad á otra menor y más fácil de eludir. 

Estas dos ecuaciones, cuya existencia se columbra en lon- 
tananza, y de las cuales depende la resolución perfecta de la 
ecuación general del grado 2n, con otras tantas raices iriaa- 
ginarias, pueden obtenerse como sigue. 



§. 17. 

ReaUzanse las condiciones expuestas en el párrafo precedente. 



Sea la ecuación propuesta: 

(25) a?*^-l-ai¿c*^-»+a,¿c^^-"»4- +a,, = o; 

y representemos un par cualquiera de sus raices imaginarias 
conjugadas por la expresión 



X 



^=5f,(cosíPo±:v^— 1 sencpo) 



Por la sustitución sucesiva de estos dos valores de x en 
la ecuación (25) se obtienen dos ecuaciones distintas: las cua- 



79 

les, sumadas una con otra, y restada de ia primera la segun- 
da, se convierten en las que siguen: 

flTo*'* eos 2» cpo +a,5ro*^-* eos (2«-1 ) cpo +a,gfo*''""* eos (2»— 2) ?o + 

... + + aj„_,^oCOScp^4-^ín=o; 

5fo'°sen 2w ?o+ai.í'o*''"* sen (2n— 1) -f o+ai^o""* sen (2«— 2)cpo+ 

... + +o^tii_ifl'osen ?o=o 

Si la primera de estas ecuaciones se multiplica por 
cosncpo y la segunda por senti'fo, y se suman luego uno 
con otro los productos asi obtenidos; y si después se multi- 
plica la primera por senn'fo y por cosnfg la segunda, y 
del último producto se resta el anterior, las habremos trans- 
formado en estas o^tras: 

.90 ^""cosn í>o+ai (jfo*"'"* cos(n— 1 ) ^o+aar/o*""^ cos(n— 2) ^^0+ 

+a2n_-a5ío*cos(w — 2) <po+a,n_i5^oCos (w— l)cpo+aín cosn<po=o; 
flfo*''senn<fo+a^g'o*''■"*sen (rt— l)fo+a2ío'''"~*sen (fi— 2)(fo+ 

— «ín-afl'o' sen (n — 2) cpo — «,^.1 go sen [n — 1 ) cp©— a,n sen n <f^=o: 

en las cuales los términos equidistantes de los eitremos con- 
tienen los mismos senos y cosenos de <fo y de los múltiplos 
de este arco. Ordenándolas, pues, con relación á las mencio- 
nadas lineas trigonométricas, podrán escribirse de este nuevo 
modo: 

{90^""+ °^an) eos n cpo + (^i .^o*''^* + «20-1 .^o) COS (w— !)?(> + 

+ i^^go^""^ + aga_2 gj") COS (m — 2) cpo + =0 ; 

dfo^'' — «so) sen w cpo+ (a^ go^"""'— «ín-i go) sen ( w— 1 ) <po + 
+ K.^o*''""* — a2n_2 go") sen (n — 2) cpo -f =o 



I 



8Ü 
Y si ahora suponemos que 

(26) (27) 

1 + *» g<r*" = ? 



^ siendo p, pi, Pj y, yi, y» .... funciones bien definidas de 

los coeficienles, a^, a,, a, , de la ecuación propuesta y de 

un módulo cualquiera, ^o* correspondiente á un par de raices 
imaginarias^ y que debe considerarse como ya conocido, — las 
dos ecuaciones en que la primitiva (25) se ha descompuesto 
podrán escribirse abreviadamente como sigue: 



(28) Pcosnfo + ~,cos(» — l)í)o+-7Cos(n — 2) ?o + 

+ -— pcos?o + — -=0; y 
y« .yo 



y, Y, 

(29) y senn<po + — sen (w — l)cfo + -^sen(«— 2)<fo+ 

yo Qü^ 

I yn— í a 1 Y»— i A 

+ ~ sen 2?a + -— j sen ?o = O 
Jo yo 



Los senos y cosenos de los arcos múltiples de<fo pueden eli- 
minarse de estas ecuaciones, óser reemplazados en ambas por 
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el solo coseno de fo> elevado, cuando más, á la potencia n, con 
auxilio de las siguientes fórmulas ('): 

cosn<{>„=2"-'cos"<p«— /W,2"-'cos"-^®,-|-JI!f,2"-»cos"-*<po— ••• ; 

sen cpo . 

En las cuales los coeficientes #1, J/s, Mz ..., M» iV» iVf.. . 
representan lo que sigue: 

j/. = f \ N, = ^ 

1 1 

H (H - 3) j „ («-3)(»-4) 

^* = -TT- [ ^'^ — n — 

_ n(n — I) (n — 5V ^ (n — 4)(n— 5)(n — 6) 

"" 1.2.3 \ 1.2.3 



Ó, en general: 

nt __ «(n-p-l)(n-/>-2) ... (n-2/> + l) . 
^''- 1.2.3...P • ^ 

w (« — /> — !)(« — ;> — 2) ... (« — 2/>) 

^*''~ 1.2.3...P 

El primer (érmino de la ecuación (28), después de verifi- 
cada la eliminación ó sustitución de lineas trigonométricas 
que se acaba de indicar, se convertirá en un polinomio. 



(') Consúltese sobre este panto una de las adiciones insertas al iinai 

de la Memoria. 

(i 
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ordenado con relación á las potencias decrecientes de cos^f», 
á contar desde la n; el segundo en otro del grado n — 1; y asi 
los demás consecutivos. Por resultado Rnal obtendremos, pues, 
una nueva ecuación ó polinomio del grado n, con la sola in- 
cógnita eos (po. Y en otra ecuación del grado n — 1, con la 
misma incógnita, se nos convertirá la (29), por resultado de 
una serie análoga de sustituciones y Iransrormaciones. 

Mas recordemos que no es el valor de cos^o lo que pro- 
piamente necesitamos y buscamos, después de conocido el 
modulólo ó su cuadrado, para deducir las dos raices conju- 
gadas, á este módulo correspondientes; sino el de /*o, segundo 
coeflcienledel trinomio a5*-f/*oíc + 5^0*. Pues bien: como, se- 
gún ya mas atrás se explicó, /*o = — igo coscpo» para deducir 
de las ecuaciones transformadas (28) y (29) otras dos, en las 
cuales sea /o la incógnita y no cosfo, basta multiplicar sus 
segundos coeficientes por ( — 2^o), los terceros por ( — 2^o)*, 
los cuartos por ( — igoY, y asi los demás hasta llegar al últi- 
mo, que deberá multiplicarse por (—2^0)^^ en la (28), y por 
(— igoT"' en la (29). 

Efectuadas estas varias operaciones, — largas, si, pero de 
ninguna manera difíciles ni de penosa comprensión, — oblié- 
nense las dos siguientes ecuaciones finales, de construcción 
mucho más sencilla y regular de lo que á priori podiamosi 
figurarnos: 

(30) 

PA" ~ Pi A"-* + P. A"-*- Pa A""' + • . • =*= P« 

+ *o*{ ^,PA"-* - iV.'PiA"-" + ^«" P.A"''" - • • • }| 

- 9o'{ i/aPA""" - ^3'PiA""' + ^»"P^o"~* - - } ) = *; y 
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(31) 

r A'-' - r . A""- + r. /"«""* - r» A""* + - =»= r- 



+ tfo'{iV.Y/o''"'-A'«'r'A°~"+ 



} 



Consta la ecuación (30) de y,(n + 2), ó de '/t (« + 1), po- 
linomios, según que n sea número par ó impar, respectiva- 
mente de los grados n,n — 2.n — 4 yn — w,ón — n+l» 

ordenados todos con relación á la incógnita /^. 

En los primeros términos de estos diversos polinomios fi- 
gura como factor la ^; en el segundo la ^i; en el tercero la 
ps; etc., etc.: de manera que todos ellos pueden considerar- 
se también como ordenados con respecto á la ^ y á sus índi- 
ces consecutivos. 

Los signos varían regularmente del -[- a' — » y vice-versa, 
tanto en el paso de un polinomio á otro, como en el de los tér- 
minos de un mismo polinomio. 

Como se hallan ordenados estos términos con relación á 
los exponentes de ^ ó á los índices de p, asi lo están los poli- 
nomios sucesivos con relación á las potencias pares de go. 

Los coeficientes i/i, i/t, 3ft ... son los mismos, poco an- 
tes ya consignados, y que de la expresión general ifp senci- 
llamente se desprenden, poniendo por p el valor ó subíndice 
que les corresponda. 

Y délos Mi, Mi, Mi ... se deducen los i//, Mt, Mi ...; 
deistos los Mt\ Mi\ Mi' ... ; y, en general, los seiüalados 
con varios acentos de los que inmediatamente les preceden, ó 
llevan un acento menos y subíndices iguales, poniendo en és- 
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tos por n la expresión » — 1 . Si, por ejemplo, Mi es igual 

|K«-3) . («-1) («-4). „ («-2) («-5) 

a ^ g .Jí. lobera a ^ ^ . iíf , a ^-^ 

-.,„ , (n — 3)(7t — 6) , . . , , , 

ifj a — -— — ; y asi lodos los demás coDseculivos y 

análogos. Resultados que también pueden obtenerse poniendo 
sucesivamente en la expresión de J/p, por n, las cantidades 
inferiores n — l,n — 2, n — 3.... 

Con estas advertencias facilísimo será completar la ecua- 
ción (30), ó escribir desde luego en cualquier caso particular 
la ecuación auxiliar del grado n, con respecto á /o, déla cual 
depende la solución completa de la propuesta, del grado 
duplo. 

Pues la construcción de la otra ecuación auxiliar (31) se 
halla sometida á reglas análogas á las que se acaban de expo- 
ner muy al pormenor. 

El número de sus polinomios componentes, ordenados con 
relación á la letra /*, es igual á y» w. ó '^(w + 1), según que 
n es número par ó impar. 

Los signos varían del propio modo que en el caso anterior. 

Y los coercientes, que dependen de la letra n, se despren- 
den unos de otros también por la misma regla. 

Lo mismo que la ecuación (30). la (31) podrá, pues, escri- 
birse inmediatamente en cuantos casos particulares se presen- 
taren en la práctica, prescindiendo por completo en ambas 
de los largos razonamientos y multiplicadas transformaciones 
que para deducirlas de la ecuación (25), y demostrar su exac- 
titud, ha sido menester verificar. 



§. 18. 

Xplicanse las fórmulas generales del párrafo anterior á los 

casos primeros y más sencillos. 



Como aplicación y aclaración de cuanto precede, atribuya- 
mos ahora á la letra n los valores sucesivos 2, 3, 4 y 5, y vea- 
mos en qué so convierten entonces las ecuaciones finales (30) 



i 
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y (31): los resultados que se obtuvieren corresponderán á las 
ecuaciones de cuarto, sexto, octavo y décimo grados, cuyas 
raices sean todas imaginarias, y podrán aplicarse desde luego 
á la resolución completa de tales ecuaciones. Estos cuatro 
casos particulares del problema general que nos hemos pro- 
puesto resolver son de grande importancia y merecen especial 
estudio. 

Ecuación de cuarto grado. 

Coeficientes propios de la misma: ai, a,, a, y a.^. 

Los coeficientes auxiliares. P, Pi y Pa y los y y yi, que 
figuran en las ecuaciones (30) y (31), se determinarán por las 
siguientes fórmulas, que de los grupos (26) y (27) se des- 
prenden: 



1 + a.^ro-^ = P 

«1 + a, = p, 



1 — a^gfo * = Y 



—a 



*i — Mo = T* 



Y las dos ecuaciones finales en que las (30) y (31) se con- 
vierten en este caso particular son las siguientes: 

(a) O = p/o> - PtA + (Pa - 2P(/o^); y 
(6) 0=Y/o -r. 

De la segunda de estas dos ecuaciones se deducirá el va- 
lor de /o, correspondiente al módulo go\ y la primera servirá 
como ecuación de condición, para cerciorarse de la exactitud 
del resultado final, y, por lo tanto, de las varias operaciones 
numéricas efectuadas para obtenerle. Si los dos módulos de la 
ecuación de cuarto grado fuesen iguales, siendo iguales ó des- 
iguales las cuatro raices imaginarias^ al mismo número ^o 
corresponderían dos valores, iguales ó distintos, de ^, que se 
deducirían de la ecuación (a). Y la (h) seria entonces la ecua- 
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cioD condicional á que los diversos resultados obtenidos de* 
bcrian satisfacer. 

Ecuación de sexto grado. 



Coeficientes propios: ai, a,, a,, a4, a. y a,. 
Coeficientes auxiliares: 



a, + a4(7o~* = pí 
a,+ a8 = Ps 



1 — aejo • = Y 



—4 



y a,— a,gro ' = y, 



— í 



«2 «i^fo • = Yi 



Ecuaciones finales, deducidas de las (30) y (31); 



(a') O = p A' - p. /"o» + (P« - 3|a^o-) A - (P. - 2p.í o«) ; y 
(6') o = yA*-y*A +(Y«-Yáfo') 



Las dos últimas ecuaciones deben poseer, cuando menos, 
una raiz común, y, por lo tanto, un común divisor: de primer 
grado, si los tres módulos son distintos; y de segundo, — el 
mismo polinomio {V), — sí existen dos módulos iguales. Cuan- 
do lo sean los tres, babrá, pues, que resolver la ecuación {a) 
para hallar los valores correspondientes de A; cuando solos 
dos, la (6'); y cuando los tres módulos sean distintos, como por 
regla general debe suceder, se dividirá el polinomio {a) por 
el (l>), hasta obtener un residuo de primer grado: y de este re- 
siduo, igualado a cero, y considerado como factor común de 
ambos polinomios, se deducirá el valor de /*«, correspondien-- 
te al de ^o, que en los antecedentes y curso del cálculo se hu- 
biere empleado. — Para comprobar la exactitud de los resulta- 
dos que se obtengan pueden servir las mismas dos ecuaciones 
(a) y (6'). 
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Ecuación de octavo grado. 



Coeficientes propios: a,, a,, a, ... «i. 
Coeficientes auxiliares: 



1 — (i.go • = y 

««+ ae^o"* = Pi ) . y 

I a, — a^jTo'' = y» 

Ecuaciones finales: 
(a") O = p/-o*-p. A'+iP, - i^go*)fo' - (P. - 3p,í?o') A 

(6") = yA«-Y.A»+(y,-%o')A -(y.-y,^o'). 

Si los cualro módulos de la ecuación propuesta fuesen des- 
iguales, á cada valor de g correspondería uno solo de f; y este 
valor, que simultáneamente debería anular los dos polinomios 
(^") y (^")* s^ hallará efectuando con estos polinomios las 
operaciones necesarias para determinar su máximo común di- 
visor, hasta llegar á un residuo de primer grado; é igualan- 
do á cero este residuo. 

Si dos módulos fuesen iguales, el residuo que debería 
igualarse á cero, para formar la ecuación cuyas raices son 
los dos valores correspondientes de /, sería el de segundo gra- 
do: primero que se obtiene por la división del polinomio {a') 
por el (6"). 

Si lo fuesen tres, el divisor común de las dos ecuaciones 
ó polinomios últimamente citados, asceuderia al tercer grado, 
y no podría discrepar sustancialmentedel(6"). La ecuación de 
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este nombre habria eDtónces que resolver para enconlrar los 
tres valores de f, correspondientes al triple de g, designado 
por ^0. 

Y si fuesen iguales los cuatro módulos, los cuatro valores 
iguales ó desiguales de ^ se desprenderían de la ecuación (a'/) 
cuyas raices serian entonces necesariamente reales. 

Hasta ahora sólo sabemos hallar los módulos de las raices 
imaginarias de una ecuación cuando estos módulos son des- 
iguales: pero nuestra ignorancia en este punto, ó la limitación 
de nuestro conocimiento en la materia, en nada invalida cuan- 
to concerniente á la investigación de los valores de f, después 
de averiguados los de g, hemos expuesto en la hipótesis de 
que dos ó mas módulos sean iguales. 

Respecto á la ecuación del grado décimo nos limitarenios á 
consignar las fórmulas necesarias para su resolución comple- 
ta, sin agregar ninguna explicación ó comentario, por creerlo 
excusado, después de todo lo dicho, á propósito de los grados 
inferiores. 



Ecuación de décimo grado. 



Coeficientes propios; a,, a^, a, , a,o. 

Coeficientes auxiliares: 



1 + «105^0"*° = P 

«8+ ag = ¡3| 



1 — aiofl'o""*^ = Y 



a, — as^To"* = y, 
«a — a, 9o""* = Y« 
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Ecuaciones finales: 

(a'") O = ^A» - p./o*+ (P. - SPí/o») R- (¡3,- í Poío') U 
(6'") O = Y A* - Y, A» + (y. - SyíTo') A' - (y. - ^V9o) A 

+ (r*— Mo'+Y5^o*). 



S. t9. 
Manera de proceder en la práctica. 



El v^úA^oAq primer grado y con relación k fo, resultante 
de las operaciones necesarias para hallar el común divisor de 
dos polinomios, análogos á los (a'") y (6'") del párrafo ante- 
rior, podría determinarse a priori, en función del módulo Qo 
y de los coeficientes auxiliares p, ¡3,, Ps ... y» y*» T» •••5 P®ro 
su expresión analítica es ya tan complicada en el caso más 
sencillo de la ecuación de sexto grado, ó cuando los polino- 
mios, que uno por otro deben sucesivamente dividirse, son 
los (a) y (6'), y de tal manera se embrolla en adelante, que lo 
factible y más directo en teoría, seria por extremo inconve- 
niente y muy complicado en la práctica. Preferible á cual- 
quier otro procedimiento de operar es reducir las dos ecua- 
ciones (30) y (31), que por regla general deben poseer una 
sola raíz común, y, por lo tanto, un simple divisor de primer 
grado como máximo, á las formas 

(A) Afo^ ^AJo''-' + A,fo''-' + ...+An =0. y 

[B] Efo""-' + B^fr' + B,fr' + ... + /?n-i= 0: 

en las cuales los coeficientes A, Ai, A2, ... B, Bi, B^ ... no 
comprenden ya símbolo alguno indeterminado, y pueden con- 
side'^arse en cada caso particular como números perfeclamen- 
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le conocidos; y efecluar la división de una por olra, déla se- 
gunda luego por el residuo del grado n — 2, de este residuo 
por el del grado ti — 3, y así sucesivamenle hasta llegar á un 
residuo de primer grado, — que se igualará á cero, para for- 
mar una ecuación del mismo nonabre y deducir el valor de 
/o, — en observancia estricta de los más sencillos preceptos 
del Algebra. 

Sin modífícar sustancialmenteeste procedimiento de cálcu- 
to. simplificariase mucho, sin embargo, si las varías opera- 
ciones numéricas que compréndese verificasen con auxilio de 
las tablas de logaritmos, limitándose á los de cinco cifras de- 
cimales; y, sobre todo, de las Tablas de Gauss, llamadas de 
adición y sustracción, por medio de las cuales, dados los lo- 
garitmos de dos números a y ¿, el de la suma ó el de la di- 
ferencia de ambos se obtiene aplicando al logaritmo del ma- 
yor una corrección aditiva ó sustractiva, contenida en las 
mismas tablas. — ^Suponiendo, por ejemplo, que a > b, h re- 
gla de cálculo se halla formulada en estos sencillos términos: 
log (a =i= fr) = log a =fc: S. Y la corrección S se buscará y en- 
contrará en las tablas citadas con el argumento (loga — log¿), 
que ínmedialamenle se deduce do la comparación de ambos 
logaritmos de a y de 6, ya conocidos* 

Disponiendo de este nuevo elemento auxiliar, las varias di- 
visiones de polinomios que deberán efectuarse para obtener 
el máximo común divisor de los (A) y (0), generalmente de 
primer grado, se verificarán de conformidad con los precep- 
tos siguientes. 

En los polinomios (A) y [B) se reemplazarán los coeficien- 
tes de la incógnita /e por sus logaritmos» sin alterar los signos 
de aquellos coeficientes. Y restando luego de los logaritmos 
de Al, A„ A, ... el de A, y de los de Bt, Bt, B% ... el de B, 
aquellos polinomios se transformarán en estos otros: 

(A .) A^ + ai A^-' + a./'o^-' + a^fr' + . • • , y 

en los cuales los coeficientes ai,éi], ai ... , y bx, bt, bi ... , 
son logaritmos. 



Por resultado de la división de los polinomios (A) y {B), 
simbólicamenle representados, en cierto modo» por ios (Ai) 
y (Ai), obtendríase un primer residuo del grado n — 1, que» 
después de reemplazar los coeficientes por sus logaritmos, 
podremos escribir como sigue: 

De los coeficientes ai, di, at ... y d, ¿t. ¿t • • se deducen 
los c, Ci, fa ..y de este modo: restando de los primeros los se- 
gundos, ó de los segundos los primeros: — de los mayores de 
una serie los correspondientes menores en la otra» prescin- 
diendo por de pronto de los signos en ambas; — acudiendo á 
las tablas de Gauss con las diferencias resultantes como ar- 
gumentos: y agregando las correcciones que allí se encontraren 
á los mayores logaritmos a ób, 6 restándolas de los mayores, 
según que los coeficientes comparados, a^ y (n. tengan signos 
contrarios ó idénticos. Los signos de los nuevos coeficientes» 
c, Ci, Ti ... , serán: en el primer caso los de a, Oi, d. ... ; y 
en el segundo los de los coeficientes mayores, a^ y ¿n* de don- 
de proceden. 

Restando de los coeficientes Ci, r,, Cz ... el c, — lo cual 
equivale á dividir el polinomio (C) por el coeficiente de su 
primer término, — el residuo de la división del (A) por el [B) 
adquirirá la misma forma de los (A O y (Bi-, y la operación ini- 
ciada podrá continuarse y prolongarse luego sin modificación, 
hasta apurarla y llegar al deseado término. Los trámites nece- 
sarios para ello son los resumidos en la adjunta pauta: 



Dividendo 1.* (A.). /"«" + a, A""' + c,/"o"-' + a,/o"-' + ... 
Divisor 1." (fl.)., . /,"-' + é./i"-^ + 6, /o"-' + 6, /o"-* + ... 

Argumentos (a — b). «f, </, </, 

Correcciones tabuladas. «i «i e» 



• • • 



Primer residuo (</=t:e) ó (C) c/"»"-' + cA''"* + c,A"-' + ... 

Dividendo i." {C : c) A"-« + a. A"-» + a,/,—» + . . 

Divisor 1 ." y 2.° (fi.) A"-' + 6./,"-» + i,/',''-» + .. . 

Argumentos (a— 6) Z, 5, 

Correcciones tabuladas.... s, £, 

Segundo residuo (8 =fc: e), ó (i>) y /•„"-' + y. A""» + . . . 

DivisorS.» (/>: y) A""' + P. /■,"-»+.. . 



• • • 



• • • 



§. 20. 



Aplicase la teoría al análisis de un ejemplo. 



A semejanza de lo hecho al final de los dos capítulos pre- 
cedentes, aplicaremos ahora lo que en términos generales aca- 
ba de exponerse á la resolución de un ejemplo interesante, 
prescindiendo, por de pronto y para mayor claridad, de las 
tablas de Gauss, muy poco difundidas, y empleando las vul- 
gares de logaritmos con siete cifras decimales. Con menos ci- 
fras, el trabajo de cálculo seria mucho más rápido y sencillo; 
pero el grado de aproximación en los resultados dejaría sin 
duda en este caso algo que desear. Del uso que puede hacer- 
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se de las labias de (iauss se hallará olro ejemplo en el capi- 
tulo final de esla Memoria. 

Sea la ecuación de sexto grado: 



3447 x' + 1 4560 x' + 22430 x* + 25857 x' + 



291 93 x' + 11596 x + 5602 = O {*). 



Dividiendo todos sus términos por el coeficiente del pri- 
mero, — operación que deberemos efectuar con auxilio de las 
tablas de logaritmos, — la reduciremos por de pronto á esta 
otra: 



ír«+ 4.2239631 ¿c'' + 6.3071075 ¿c* + 7.5013052 ¿c» + 

8.4691019¿p' + 3.3640845 ¿c+ 1.6251813 = 0. 

Y reemplazando los coeficientes por sus logaritmos, y apli- 
cando las reglas de transformación de la propuesta, en el ca- 
pitulo primero consignadas, á la deducción de otras varias 
ecuaciones cuyas raices sean las potencias 2\ 2', 2' ... de las 
que aquella primera ecuación contiene, sucesivamente halla- 
remos las que siguen: 



(*) Esta ecuación es una de las varias que Le Verrier discute en su cé- 
lebre Memoria sobre los Movimientos del planeta Urano {Recherches sur les Mouve- 
menls de la planéle HerscheU t846), pág. 171, donde pronostica, por fiii, la exis* 
tencia y situación del planeta, hasta entonces desconocido, Neptuno, Pero el 
sabio astrónomo citado ni la resuelve, ni tiene para qué resolverla; sino 
que se limita á demostrar, por el teorema y método deSturm, que sus rai- 
ces son todas imaginarias.— Con mayor facilidad y menos riesgo de equivo- 
carse, se demuestra lo mismo, y se determinan los valores de los tres mó" 
(iulcí, por el método que se ha explicado y emplea en el texto. 
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(2"^ a:' +0-625.7201 «» + 0.8133880 j;* + 0.878l3fi8 íp'+ 

0.9278374 a;* + 0.5268669 «+0.2109018 = 

(2') «• + 0.6837336 x* — 0.6117036 x* — l.í 590905 «»+ 

1 .6274283 x' — 1 .2097987 x + 0.4218036 = O 

(2») «• + 1.4981150 «' + 2.5791179»*+ 3.0057607 «»+ 

2.9261326 «• + 1 .5885620 x + 0.8436072 = O 

(2») x* + 2.366Í619 a;' + 4.9129268 x* + 5.5901321 «»+ 

5.8050618 X» — 4.0114118 « + 1.6872144 = O 

(2*) X* — 5.0398083 «" + 9.8140402 ««+ 10.6717924 «'+ 

11.6183655 «'+ 7.6361385 « + 3.3744288 = O 

(2') «•— 10.0093400«'+ 19.6281857 «*— 21 .5064467 «»+ 

23.2371208«' — 13.9828161«+6.7488576 = 

Del examen de este grupo de ecuaciones se desprenden 
dos consecuencias importantes. 

Primera: que la ecuación propuesta sólo contiene raíces 
imaginarias; pues asi únicamente se explica la variabilidad 
desordenada, en magnitud y en signo, de los coeficientes su- 
cesivos de las potencias impares de la incógnita, «', x* y x. 

Y, segunda: que para deducir los valores de los tres mó- 
dulos, correspondientes á las seis raices imaginarias conju- 
gadas, no hay que pasar de la transformada de la ecuación 
propuesta, designada por el símbolo (2*); porque, limitando 
la aproximación en los resultados á la que puede obtenerse 
con las labias logarítmicas de siete cifras, los coeflcientes de 
las potencias pares de la incógnita, — x*. x* y x",— de los 
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cuales dependen los valores de los Ires módulos, se deducen 
desde la ecuación (2*) en adelante por simples elevaciones al 
cuadrado de los coeGcíentes ya obtenidos, ó duplicaciones de 
sus logaritmos. 

Luego inmediaiamenle podremos escribir estas tres igual- 
dades: 



SMog^o* =19.6281867; 
2MogyoV =23.2371208; y 
2» log 5o*.(/iV = 6.7488576 

De las cuales se infieren los siguientes valores aproxima- 
dos de los cuadrados de los módulos: 

^0* = 4.1056396; ^,* = 1.2965200; y y,« = 0.3053106 

Para completar la resolución de la ecuaeioD propuesta, 
fáltaaos todavia hallar los tres valores de f, — /i, /i y f%, — 
que á los precedentes de g^ corresponden. Y para esto ne- 
cesitamos aplicar al caso particular de que ahora se trata las 
fórmulas generales, concernientes á la ecuación de sexto 
grado, en el §. 18 insertas. Las que entonces designamos por 
{e!) y (V) se convierten en los tres sistemas ó grupos adjun- 
jos, si sucesivamente calculamos sus coeficientes, y las canti- 
dades^ auxiliares que en su composición figuran, — las ^, ^i 
y P>. y las y. yi y y»»— co» los valores de i^o*, g* y g%y La 
^ e« independiente de los módulos, é igual al duplo del coe- 
ficiente central, «s, de la ecuación propuesta, transformada 
de modo que su primer coeEeiente, a^, sea igual á la unidad. 
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ao)( 1.023Í833A'— 4.4235377 A»— Í.0362543A + 21.320289 = O 
(6'o)' 0.97651 «7 /'o*— 4.0243885/o + 0.4350842 =0 

(a\)( 1.7457002/',»— 6.2252461/',^+ 6.2492833 /", + 1.139702 = 
{b\)\ 0. 2542998 /r— 2.2226801/,— 0.3547779 =0 

(a,)/58.1053026/«» — 40.3136656/*/ — 18.974081 f,+ 9.613765 = 
(6'0(56.1053026A* — 31.8657394/', + 4.102659 =0. 

Cada uno de estos Ires sistemas de ecuaciones particula- 
res es análogo en su composición al que, en términos genera- 
les, designamos por {A) y {B) en el §. 19. Y como por lo dicho 
en éste y en los otros tres párrafos anteriores, las dos ecua- 
ciones {üo) y (6o') deben tener una sola raiz común» — segun- 
do coeficiente del trinomio ¿c' + /o a? -|- 5^^% que á la ecuación 
propuesta corresponde; oirá raiz común las (a/) y (6,'), — se- 
gundo también del ¿c' + ^ ¿c + jr,'; y otra las {a\) y (¿a'),— 
segundo asimismo del x^ +A^ +^3': resulta que la descom- 
posición en trinomios, ó la resolución completa, de la ecua- 
ción primitiva depende, en suma, de la investigación de estas 
raices, /"o, A y /i» comunes respectivamente á cada par ó 
sistema de ecuaciones auxiliares, de las tres que preceden: 
investigación sencillísima, en principio cuando menos, por el 
método del m. c. d. de dos polinomios, ya ordenados con res- 
pecto á la misma letra. 

Para simplificarla todavía más, comenzaremos por dividir, 
como de costumbre, con auxilio de las tablas de logaritmos, 
las seis ecuaciones precedentes por el coeficiente de sus pri- 
meros términos respectivos. Y los tres grupos ó pares de 
ecuaciones se transformarán entonces en los que siguen: 
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meros lérmiaos respectivos. Y los tres grupos ó pares de 
ecuaciones se trasformarán entonces en los que siguen: 

(*'«) ifo*— 4.3220420 /o' — 3.9436445 ^ + 20.831110 = O 
(P'o) \U — 4.1211667 fo 4- 0.4455471 = O 

(«'.) (/.'— 3.5660459/.' +3.5798149/, + 0.6528624 = 
(P'O (/.' — 8.7403900 /4 —1.3951164 = 

(«'.) f/;*- 0.6938035 /,' —0.3265465/; + 0.1654541 =0 
(P'O (/,'— 0.5679630/, +0.0731243 = 0. 

Fijémonos, por ejemplo, en el primero de estos tres sis- 
temas y veamos cómo y en qué orden deben verificarse las 
operaciones necesarias para hallar el valor de /o, común á 
las dos ecuaciones componentes (a'o) y (^'o). Conforme indica 
la adjunta pauta: 

Dividendo.... /,»— 4.3220420/,»— 3.9436445/,+ 20.831110 
Divisor...... /.' — 4.1211667/. +0.4455.471 

Residuo — 0.2008753 /,' — 4.3891916 /„ + 20.831110 

Id. simbólico... —T.3029265 /„' — 0.6423846/, + 1.3187124 

Id. id. simplificado /.'+ 1.3394581 /, — 2.0157859 

Residuo 1." ó dividendo 2.». ... /,' + 21.850337 /,— 108.701701 

Divisor 1.» y 2.» /,*— 4.121167/,+ 0.445547 

Residuo 2.» y final 25.971504 /, -104.147248 

Igualando á cero el último residuo se expresa la condi- 
ción de que las dos ecuaciones (oo') y (Po') tienen una raiz co- 

7 
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muD, y se deduce luego que el yalor aproximado de esta 
raiz es el siguiente: 

f, = 4.0100583 

Gomo las operaciones aritméticas verificadas para dedu- 
cir este resultado son por necesidad muy numerosas, y como 
en todas ellas, empleando las tablas de logaritmos, se come- 
te ó puede cometerse un error inevitable en la valuación de 
las últimas cifras, la aproiimacion del valor de ^ hasta la 
séptima cifra decimal será las más veces ilusoria. Ni aun en 
la sexta debe tenerse nunca plena confianza; y, cuando 
fuere menester cerciorarse de la verdad á toda costa» habrá 
que calcular la corrección del valor de /I,, por este procedi- 
miento obtenido, con auxilio de las fórmulas adecuadas al ob- 
jeto y al final del capitulo anterior insertas. 

Pero, dejando á un lado este punto, ya latamente discuti- 
do, es de advertir que tanto el valor de /"o, como los de ^ y f^. 
pueden en este caso particular determinarse, más sencilla- 
mente que por el método del m. c. £Í., resolviendo las tres 
ecuaciones de segundo grado (po')» (pi) y (P»')» y prescindien- 
do de las tres raíces extrañas á la cuestión ^ ó que no satisfa- 
cen á la ecuaciones (ao'), (a/) y (a/). 

Las dos raices de la ecuación (po') son, por ejemplo, éstas: 
+ 4.0100595 y +0.1111072: de las cuales es cosa bien 
fácil cerciorarse, de una rápida ojeada, que sólo la primera 
puede ser también raiz de la (ao'). 

Las dos de la ecuación (Pi') éstas: + 8.8971940 y 
— 0.1568040: perteneciente también la segunda á la ecua- 
ción (a/). 

Ylas dos de la (P/)estas otras: +0.3707063 y + 0.1 972567: 
propia asimismo de la (a,') la primera. 

En conclusión: los tres trinomios de segundo grado, en 
que la ecuación propuesta, de sexto, puede descomponerse, 
serán muy aproximadamente los que siguen: 

x' + 4.0100595 X + 4.1056396; 
¿p' — 0.1568040 X + 1.2965200; y 
x^ + 0.3707063 a?+ O 3053106 
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Efecluando su producto, por via de comprobaciou , obtié- 
nese un polinomio de sexto grado, cuyos coeGcíentes sólodis- 
crepau de los de la ecuación propuesta desde la sexta cifra 
decimait inclusive, en adelante. Y la razón ó causa de la 
diferencia ya en este mismo párrafo queda indicada: en parte 
debe atribuirse á la incertidumbre en la determinación de los 
valores de g; y en parte, mucho mayor, á los errores inevi- 
tables que al deducir los valores de ^ dependientes de los 
anteriores, deben necesariamente cometerse. 
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CAPITULO IV. 

Ampliación de la teoria expuesta en el capitalo 
precedente al caso en que la ecuación, de gra- 
do par^ que se trata de resolver, contenga raices 

reales é imaginarias. 



§. 21. 



Enunciase de nuevo y se resuelve en términos generales el pro- 
blema de los párrafos í& y 17. 



Cuanto se acaba de exponer concerniente á lá descom- 
posición en n trinomios de segundo grado, de una ecuación 
del grado in, en el supuesto de ser todas sus raices imagina- 
rias, puede literalmente casi reproducirse, sin restricción al- 
guna preliminar. 

Representemos, en efecto, por el trinomio a?' 4"/^+^ 
uno de los componentes de la ecuación; supongamos que, 
por cualquier procedimiento, se baya logrado ya determinar 
el valor de v; y, propongámonos deducir el de f correspon- 
diente. 

Cualquiera que sea di valor de t;, y, por lo tanto, cuales- 
quiera que sean las dos raices de la ecuación propuesta, en 
el trinomio consjderadocomprendidas: — dímhdíS imaginarias, 
si V > Vi /'; reales las dos y del mismo signo, contrario al 
de /, si V > 6 y < y* /"'; ó reales y de signos opuestos, si 
V < 0; — aquel trinomio podrá suponerse siempre descom- 
puesto en dos binomios, do este modo: 



x' 



\. fx -{- v = {x -{- s\/v) (^ + "V'«/- 
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Dtt donde se deduce que 



/ = v/t>(«+|) 



Y, desigoando por a y 6 las dos raices ($. 1) del trinomio, 
podremos escribir también estas otras igualdades: 



s = V/-?-; - = V/ — ' y «> = «*• 

^ b z ^ a 

Considerado en absoluto, ó prescindiendo de su signo, y 
con el solo objeto de simplificar un poco la notación y escri- 
tura de las fórmulas que siguen, el produelo ab le represen- 
taremos en adelante por //', ó por y el valor de \/v> 
Tras de estos preliminares, en la ecuación general 

pongamos sucesivamente por x sus dos valores, — gzy — ^z""*, 
y obtendremos estos dos, en la apariencia, distintos resulta- 
dos: (32) 

+ «an-j g* z* — aa,_, gz + a,„ = 0; y 

+ 2^2.1-8 g* 2~' — a,n_4 g 3"* + aaa = 0. 



Multiplicando la primera de estas ecuaciones por g^'^^zr^, 
y la segunda por^f'^z", y combinando los dos resultados 
uno con otro, por vía de adición y de sustracción, obtiénen- 
se los dos siguientes (33): 
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(i» + s-») - «. g-' (2"- + «-"+')+«. g-* (2°^ + «-"+') -... + ... 

+ a.«_,í/-"+' (2°-* 4- S-"+') - «.»-. </"*"+' (2'°"' + 2""+') + 

(i» — 2-°) — a,^-(«"-— a-°+') + a.^-'(í"-'— s-"+')— ... + ... 
— «^. »-"+' (i"" — 2-°+') + a,^. ^-"'+' (s»-' + 2-"+0 — 

«..r^í*"— = 0- 

Y suponiendo ahora que 



(34) 



(35) 



^— m 



1 — a,o 9' '" = Y 



«D-i+anH-iSf • =Pn-i 



«n +«1 



= P. 



*n_l — *n4-i ^ ' = Tn_i 



y aglomerando ea uno solo cada dos términos equidistantes 
de los extremos, las ecuaciones (33) podrán escribirse de este 
modo: (36) 

9 9 

±-5^ (2 + 2 ')T--H- = 0; y 



Y' 



Y (2" — «-") — -i^ (2"-' — 2-"+') + -V (2 



^' '-"--2-"+*)-...+ ... 



Ife^2'-2-)±^^(2^2-)=0. 
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Los binomios de la forma («" + í~°). ó (a" — s~"), 
componentes de las ecuaciones anteriores, dependen unos de 
otros conforme indican las dos adjuntas relaciones algebrai- 
cas: (37) 

z" + S-" = (s + 2-') (s"-' + z-°+') — (8"- + 2-»+') , y 



2 ' \ 2 — 2 * / V 2 — i / 



de las cuales, atribuyendo á n Iüsvaloressucesivos0,1,2, 3.. 
y recordando que 

f 

2»+ 2^ = 2. y 2'-j-2-' = — , 

9 
se deducen las siguientes expresiones particulares: 



(38) \ (39) 

i" — 2- 



Z' + 2— = 2 



2—2-' 



= 



2< + 2-'=-^ / !:=i-=i 



Z — 2 



— 1 
— i 



2« + 2-' = -V + 2 \ — ' 



í/ 



lí — — '2 — * 



z' + 2-' = -4--3-L i -. = J- 1 

#' </ 12 — 2' f,' 



ff* S' « — «"* í/ S' 



Las fórmulas generales, de donde proceden ó se derivan 
las expresiones precedentes, — de cuya exaclilud, por otra 
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paríe, podemos cercíorarDos con auxilio de las ecuacioaes 
condicioDales (37).— soq éstas: (40) 

,^+z-r^=i--Mj— + Mj—-M,L.+ ; y 

en las cuales las letras M y N designan abreviadamente lo 
expuesto en el §. 17. 

Con auxilio de estas dos últimas fórmulas, los binomios 
contenidos en las ecuaciones (36) pueden eliminarse, ó que* 
dar reemplazados por polinomios de los grados n, n — 1, 
« — 2 , con respecto á la letra f. Y, verificada esta eli- 
minación» las dos ecuaciones últimamente citadas se transfor- 
man, sin variante alguna, en las que páginas más atrás de- 
signamos por (30) y (31), y detenidamente analizamos. 

Ni puede ser de otro modo: por cuanto las (30) y (31) pro- 
ceden de la ecuación general, del grado in, por la sustitución 

sucesiva de g (eos <p + ^—\ sen f) y de j (eos o — \/ — 1 sen f ), 

en vez de x; y las (36) por la de — gz y — g^'^*' Y como, si 
suponemos que 

2 = eos cp -|- V — 1 sen o, 
lo será también 



1-* = eos «p — V — 1 sen cp; 

y como estos valores particulares de z y de 2""* satisfacen á 
las relaciones (37), las dos transformaciones de la ecuación 
general coinciden en principio y no pueden discrepar esen- 
cialmente en los resultados ni en un ápice. A mayor abunda- 
miento, y conforme en uno de los Apéndices á esta Memoria 
se demostrará, conviene advertir todavía que las fórmulas 
auxiliares (40) solo en la apariencia difieren de las que en el 
capitulo anterior nos sirvieron para expresar el cosn? y la 
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relación ^, en fuQcioD de las potencias enteras decre 

sen f 

cíenles de eos f.— Inútil es. en consecuencia, insistir un mo- 
mento más sobre este punto. 



§. 22. 

Dificultades que pueden presentarse al descomponer una ecuación 

en trinomios reales de segundo grado, cuando son asimismo 

reales sus binomios componentes de primero. 



Guando todas las raices de la ecuación propuesta son ima- 
ginarias, 

y este valor de v sabemos ya cómo se encuentra ó determina. 
Y, cuando reales, la investigación es análoga é igualmente 
sencilla. En ambos casos los diversos valores de v se deducen 
por la división, unos por otros» de los coeficientes de orden 
impar de la ecuación final, transformada de la primitiva por 
la regla del §. 3.^, y extracción de las raices aritméticas de los 
cocientes asi obtenidos, cuyos índices coinciden con los expo- 
nenles de las potencias á que las raices de la ecuación pro- 
puesta se hubieren en último término elevado. Esto supone 
que la propuesta es de grado par, in por ejemplo; pero, si 
no lo fuese» bastarla multiplicarla por el factor (x-^-Q), ó to- 
dos sus términos por x, para que, sin complicación de nin- 
gún género, pasase del grado 2n — 1 al 2n, al cual se apli- 
can los razonamientos anteriores. Sean» pues, reales ó imagi- 
narias todas las raices de una ecua(5ion, su distribución en 
trinomios reales de segundo grado podrá siempre verificarse 
ateniéndose á las mismas reglas. 

Obtenido un trinomio de la forma x* -^ fx-^v, la mane- 
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ra más sencilla de encontrar las dos raíces, a y é, en él com- 
prendidas, parece ser la siguiente. 

1.*^ S¡t;>0y/'<2 [/^^ suponiendo que —7^ = eos <f. 



a=^y/v {— eos y + y/— 1 sen cp), y 
(Al) __ 

6 z= ^v (— ' eos cp — ^— 1 sen (f ). 
2.' Si 1; > O y /* > 2 Vt?, suponiendo que ^^ = sen <p, 

(42) a = — \/t; . tang V, cp; y é = — Vt?"- cot y, cp 

Y 3.® Si 1; < O, prescindiendo por de pronto del signo de v, 
y suponiendo que J— H. = lang cp, 

(43) a = + V«^. langVa?; y 6= — \/v. cot V, <p. 

Pero ¿cuál es el signo de v? 

Cuando las dos raices a y 6 son imaginarias conjuga- 
das, V es esencial mente positivo; pero, cuando reales, lo mis- 
mo puede ser positivo que negativo. Y como v se deduce, no 
de la ecuación propuesta, sino de la transformada cuyas rai- 
ces, a*^ Y 6*™, son, en el segundo supuesto, por necesidad 
positivas, y positivo por lo tanto su producto, ó el valor de v*^, 
después de extraer de este producto la raiz 2m, falla determi- 
nar el signo de v: signo del cual dependen el cálculo nada breve 
y el valor de /, y, por consecuencia, también los valores de 
a y b, — La descomposición en trinomios de segundo grado de la 
ecuación propuesta, y. por lo tanto, su resolución en factores 
de Drimero, cuando directamente no pueda esto verificarse. 
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présenla por tal molivo cierta dificultad ó íncertidumbre, que 
de alguD modo conviene desvanecer ó eludir. 

El más sencillo consiste en operar^ hasta resolverla por 
completo en trinomios de segundo grado, no sobre la ecuación 
primitiva, sino sobre su primera transformada (2*), ó sobre 
aquella ecuación cuyas raices sean los cuadrados de las mis- 
mas raices que se buscan. Porque si los trinomios de la pri- 
mera son de la forma 

X* -{-fx-^-v = {X'\- a){x-\' b), 

los de la segunda lo serán de esta otra: 

¿r' + fiX + t?8 = (¿r + a*) {x + 6*); 

y si fuere, ó más fácil, ó más directo y preciso, hallar los va- 
lores de fi Y Vi que los de / y v. éstos se deducirían luego de 
los anteriores por las siguientes sencillísimas fórmulas: 

(44) v = ±y/vi; Y f=±\/ fi±t^7i. 

En el cálculo de /*, \/vi debe poseer el mismo signo que 
en el de v; y por este concepto no cabe incertidumbre ó am- 
bigüedad en los resultados. Pero, concerniente á los signos 
de t? y de f, que deben adoptarse para componer el trinomio 
x^+fx + v, la ambigüedad subsiste por completo; y sólo 
por tanteos, largos y fastidiosos, puede disiparse en la prácti- 
ca. Preferible, pues, al uso de las fórmulas (44), es el de las 
(42) y (43), aplicables á la investigación de las raices, a* y 6^ 
comprendidas en el trinomio x^ + f^x -{- Vii porque, calcula- 
dos estos valores, inmediatamente se deducirán los de a y b; 
Y por simple sustitución suya en la ecuación propuesta, se 
advertirá luego sin dificultad qué signos deben precederles 
para que puedan considerarse como verdaderas raices, ó va- 
lores legitimes de la incógnita x. 

Respecto al signo de v^ no cabe duda de que en todos los 
casos debe ser positivo. 
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Porque, si las raices de la ecuación primitiva fuesen ima- 
ginarias y de laforma a ± p V^-T el trinomio reala?'+^a?+r, 
coincidirá con este otro: 

en el cual 

S'* = »t = (a*+p7; y C0S<p = 



Si de la forma ± p \/— 1 , con el trinomio 

Y, si reales, el trinomio de la transformada equivaldrá al 
producto de estos dos factores: 

(a? + a*) X (a? +/>•); 

y v', igual entonces á {ab)*, seria necesariamente positivo, 
cualquiera que fuere el signo de ab ó de v. 

El segundo, muy excepcional, de los tres casos conside- 
rados, ó aquel en que la primera transformada de la ecuación 
propuesta comprenda dos factores reales de la forma {x — P'), 
parece todavía de interpretación un poco dudosa: porque» 
combinado uno de estos factores con cualquiera otro real de 
primer grado, el trinomio resultante de segundo, tendría su 
úllimo término negativo. Pero si las Vt, obtenidas por el pro- 
cedimiento latamente explicado, para hallar luego los diver- 
sos valores de g* ó de v; se consideran como positivas to - 
das, una habrá entre ellas que corresponderá al trinomio 
X* — ig^X'\'g*; y la descomposición de la primera transfor- 
mada (2') en un cierto producto de trinomios de segundo gra- 
do, aun entonces será factible sin asomo de ambigüedad. 

Por lo demás, conviene advertir que esta tan curiosa y ni- 
mia manera de analizar y descomponer en otras más senci- 
llas, de segundo grado, la ecuación propuesta, operando so- 
bre su primera transformada, admite en *la práctica muy ra- 



109 

ras aplicaciones. Porque si las raices de la primitiva son todas 
reales, — y aun cuando sólo en parle lo sean, como en otro 
capitulo veremos. — lo más directo y breve es determinar sus 
valores por el método general, ó emprender desde luego la 
descomposición de aquella ecuación en factores de primer 
grado; y si en totalidad imaginarias, como han de ser con- 
jugadas, en el signo dev no cabe incerlidumbre, y la descom- 
posición inmediata en trinomios de segundo grado podrá tam- 
bién verificarse entonces sin dificultad teórica de ningún gé- 
ñero. A esta descomposición, aplicada, no á la ecuación pri- 
mitiva (2^), sino á su transformada primera (2'), sólo habrá 
que apelar cuando, por excepción un poco extraña, las raices 
reales de aquella ecuación, prescindiendo de sus signos, dis- 
crepen apenas unas de otras, y sea, por lo tanto, muy lento, ó 
tal vez ineficaz, el primer método de análisis (§. 3.^), y ambi- 
guo el segundo, que se acaba de exponer, por desconocerse a 
priori el signo de v. 

T que nos hallamos en este caso excepcional lo adverti- 
remos en los caracteres siguientes: 

1.^ En que los coeficientes de las transformadas sucesi- 
vas, cualquiera que sea la potencia á que las raices de la pro- 
puesta se eleven, son siempre positivos: prueba de que estas 
raices son todas reales; pues, si existiesen siquiera dos imagi- 
narias, el coeficiente, i cosmcp, del trinomio 



á?' -4- 2 eos my . ¿p -f//*", 

aumentando m indefinidamente, debería cambiar una ó varias 
veces de signo, é introducir una perturbación en los signos 
del producto total de factores, de primero ó de segundo gra- 
do, componentes de las varias ecuaciones transformadas. 

Y 2.^ En que uno ó más coeficientes de estas transforma- 
das sucesivas variarían con grandísima lentitud, sin aproxi- 
marse ó convergir hacia un limilé determinado, ó sin que en 

su composición, al pasar de la transformada de orden i"" á la 

del 2'"", dejasen de influir eficazmente los demás coeficientes 
de la última ecuación, por la regla general (§. 3.^) obtenida 
ó derivada de la propuesta. 
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Concluyanlos. Sí en las transformadas sucesivas algún tér- 
mino cambia de signo, indicio evidente es de que la propues- 
ta posee raices imaginarias; y si, tras de un coeficiente de 
magnitud y signo variables, figura otro, s'iemjpve positivo y áe 
valor limitado, ó independiente de los coeficientes anteriores 
y posteriores en el paso de una transformada á otra, de orden 
superior, no es menos cierto que de él podrán deducirse lue- 
go uno ó más valores de v, esencialmente positivos también, 
por corresponder á doble número de raices de aquella espe- 
cie, conjugadas. Duda sobre el signo de v no puede surgir, 
sino cuando esta cantidad se desprenda de algún coeficiente 
de la transformada final, constantemente precedido en las in- 
termedias de otro positivo: duda que las anteriores reflexio- 
nes contribuirán á disipar ó esclarecer, cuando, por excep- 
ción muy rara, y como por casualidad, se presentare. 



§. 23. 

Ampliase la regla de Newton, para la corrección de las raices 
aproximadas de una ecuación numérica, á la corrección de los 

trinomios de segundo grado. 



Si en vez de ser imaginarias las dos raices contenidas en 
el trinomio a;* + /o^+^o, fuesen reales, y si en vez de corre- 
gir por la regla ó fórmula de Newton los valores aproximados 
de estas raices, Xa y xoy se considerase preferible corregir 
los de /o y Vo, procederiase del siguiente modo, análogo, y 
hasta idéntico casi, al explicado en el supuesto anterior, en 
el §. 14. — Cuanto en este capitulo vamos exponiendo no es, 
en efecto, más que nn resumen, y como reproducción desde 
diverso punto de vista, de la materia comprendida en los dos 
anteriores. 

En la ecuación propuesta, f[x)=^, sustituyanse sucesi- 
vamente por X sus dos valores aproximados 

j = — gfos», y ^'o = — goz~\ 
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y se obtendráa estos dos distínlos resultados numéricos: 

[-9oZon=A, y [{-goZo-r] = B. 

Y, multiplicando cada término de los polinomios A y i? 
por el exponenle de la Xo ó Xo, en él contenida, se deducirán 
también, y al propio tiempo casi, estos otros dos: 

[n{—goZoT]=p. y [n{—goZo-''f]=q. 
La fórnofula general de Newton 

O = f(xo + Aa?o) = f{xo) + í{Xo) X AíTo = 

fiXo) + xfiXo) X = [Xo^] + [W J?o°] X A log Xo, 

Xo 

se convierte, en los anteriores supuestos, en las dos que siguen: 

= A+pXAloga?o, y = fi-|-7X Alogír'o. 

Mas, por ser 

Xo = — goZo; log Xo = log (— ^o) + log Zo\ y 
Alog¿z?o = ^ logá'o + ^log Zo; 

y 

x'o= — goZo-'; loga7'o = log(— jTo) — logjgo; y 
A log x'o = A log go — A log Zo, 

concluyese que 

A +pX(Alogflro + AlogJ2o)=0; y 
fi+gXíAIogfl'o— Alogi5o) = 0, 

Y de estas últimas ecuaciones inmediatamente se despren • 
de que 
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(45) 

Supongamos ahora que las dos raíces Xo y x'o sean reales 
y del mismo signo, lo cual exige que Vo==go* > O, y < 7* /o'. 

Por de pronto podremos escribir entonces las siguientes 
igualdades: 

A=(a?o+a?o""*)=s^o(«o+^o"^*); y 

IogA= \oggo+ log («o + 5?o"*), ó 
(46) 

A lOg /o = A log Jfo + A log («o + 2o""0- 

Y si suponemos ademas, — en lo cual no hay dificultad ni 
inconveniente de ninguna especie, — que ^^^=sen fo, nos 

/o 

resultará, como al deducir las ecuaciones (42), que: 

So = lang y, cpo, y 2-* = cot '/> cp. 

Y, por lo tanto: 

i 

A log(jío + 2o~"0= A íog = — A log sen 90 = 

sen ¥0 

A sen (Po eos cp© , 

— - = ^xAcpo; y 

sen <¡po sen y© 

Al Al I 1/ AtangV.ífo A(po 

A log ío = A log tang 7. ?o = -;^ -j--^ = — ^ 

tang7íTo sen^fo 

De donde, por la simple eliminación de Acpo, se desprende 
esta otra relación: 
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A log (zo + 2o""*; = — eos ?o X A log So. 

Y con eslo, la primera de las ecuaciones (45) y la segunda 
délas (46) se convierlen en las que siguen: 



(47) 



2XAlogtfo=Alogt;o= — ií/í — K — ); y 



f^s,^ Al r MI A B\. M (A B\ 

(48) AlogA = -_^^ +_| + -cos,o(— ~)= 

.JA , B , \ 

— ^ I — sen' 7a cpo -\ eos' V, cpo|. 

\P 9 I 



La letra iüf représenla en estas últimas fórmulas el módulo 
de las tablas comunes, ó el número por que deben multiplicar- 
se los logaritmos neperianos para convertirlos en vulgares: 
número por brevedad omitido en las líneas anteriores. 

Pero, en vez de suponerlas del mismo signo, podemos 
atribuir signos opuestos á las dos raices reales Xo y x'o. 

En este caso, que se verificará cuando Vo sea menor que 
cero (vo<0), podremos escribir por de pronto que 

fo^^^Xo + Xo — goiZo — Zo"'); ó 
(49) 

A log /ü = A log jTo + A log {Zo — Zo-'). 

Y si, prescindiendo del signo de Vo, suponemos que 

2A/tP ' 
^ ° = tangcpo, nos resultará también que 

A 

5^0 = col Va fo, y Jío~* = lang72Í'. 

Y de aqui, procediendo del propio modo que en el caso 
anierior, llegaremos sucesivamente á los siguientes resultados: 

8 
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Alog(ao — 2o~*) = ^log.cotcpo = 1 — ; y 

sen f o eos cog 

Alogío =i\logcoiVj?o— ^: ó 

sen cpo 

A log («o — Zo"*) = sec ípo X A log Zo- 



Y de esla úllima relación, combinada con la segunda de 
las (49), y las dos (45), se desprende esta olra final, que es 
la buscada: 



(50) AlogA = -_(_ + -)--^seccpo(^---j= 

I — eos' Va (fo sen* 7, 'f o I . 

eos cpo \ /> q ' ' I 



La (47). referente á la corrección que debe aplicarse al 
logaritmo de Vo, vale lo mismo para el caso en que las dos 
raices reales del trinomio x^ + foX + Vo tengan signos iguales, 
<;omo contrarios ú opuestos. 

La posibilidad de corregir los valores aproximados de fo 
y Vo, después de conocidos los aproximados también de Xq y x'o, 
que del último trinomio se desprenden, queda con esto de- 
mostrada, y explicado á la vez el método que para calcular 
tales correcciones debe seguirse. 



§. 24. 

Aplicación de lo expuesto á la resolución de un ejemplo. 



Ilustremos con un ejemplo el punto teórico más importan- 
te en este capitulo considerado: el referente á la dificultad ó 
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anomalia de que. poseyendo la ecuación propuesta raíces 
reales^ exclusivamente, convenga, sin embargo, analizarla 
como si todas fuesen imaginarias, y operar, hasta resolverla 
por completo, sobre su primera transformada. 

Sea, pues, esta ecuación muy sencilla la que nos propo- 
nemos resolver: 

(2o) X' — W — 6\x' + 1 50a?— 89=0. 

Su primera transformada, inmediata ó directamente dedu- 
cida por la regla del (§. 3. o), es la que sigue: 

(20 ¿r* + 126a;' + 4143íc' + lt642a: + 7921 = 0. 

Reemplazando ahora los coeficientes por sus logaritmos 
y aplicando luego tres veces consecutivas, á la formación de 
nuevas transformadas, la regla que se acaba de mencionar, 
obtendremos los resultados que á continuación se expresan: 

(20 x*+ 2.1003705^;»+ 3.6173149^;' + 

4.0660276 a: + 3.8987800 = 

(2*) x*+ 3.8802416íc'+ 7.1537083¿c« + 

7.844í9í4¿c+ 7.7975600 = 

(2») 0)*+ 7.4641l75a?« + 14.3051403ír* + 

15.4911771 ¿r+ 15.5951200 = 

(2*) X* + 14.6472678 ¿F» + 28.6102787 a?' + 

30.9037531 x + 31 .1902400 = O 

Del examen de estas ecuaciones se desprenden dos conse- 
cuencias importantes. 
1.' Que las raices de la ecuación (2o) son todas reales; 
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pneslo que todos los coeUcienles de sus diversas transforma- 
das son positivos. 

Y S."" Que desde la ecuación (i*) en adelante los coeíi' 
cíenles tercero y quinto, — de x* y ^* — se deducen por sim- 
ple duplicación de los del mismo lugar ó nombre que les pre- 
ceden, ó son independientes de los anteriores y posteriores 
de la última transformada obtenida; mas no los coeficientes 
segundo y cuarto, —de x* y x, — los cuales experimentan 
todavía grandes modificaciones, en el paso de una transforma- 
da á otra, por resultado de la influencia que en sus valores 
ejercen los de ¿r', y de x* y x^. 

Si, pues, en el orden decreciente de magnitud absoluta, ó 
prescindiendo de los signos, representamos las cuatro raices 
de la ecuación (2^) por las letras a, 6, c y d, resulta de lo aca- 
bado de advertir que en la ecuación (2*) los coeficientes de 

a?' y x^ representan los logaritmos de a' b* y dea' 6' c* d^ y 

4 4 4 4 

pero no los de a' , ni de a* b* c' , los de a;' y x. La separa- 
ción de las raices es solo parcial y no total; y lo único quede 
la transformada (2^) podemos desde luego deducir son los va- 
lores de a X ft y íl® ^ X d: precisamente los que en los ante- 
riores párrafos hemos designado por (¡^ y ^\ ó, con mayor 
propiedad, por Vo y v\. 
En efecto: 

2*Xloga6 =28.6102787; y 
2^Xloga6crf = 31. 1902400. 

De donde facilisimamente se concluye que 

a6 = Vo = 61. 396324; y c(/=t?'o =1.449598. 

Si nos empellásemos en obtener las cuatro raices de la 
ecuación (2°) por el procedimiento generala explicado y prac- 
ticado en el Capitulo I, deberíamos continuar la serie de trans- 
formaciones de aquella ecuación hasta dar con una derivada 
suya, cuyos coeficientes fuesen todos, como los de x^ y ¿c" en 
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las (2^), independientes por completo de los anteriores y pos- 
teriores en la transformada precedente. — ¿Y cuál seria en este 
caso la transformada final? — La novena (2'). Pero otros casos 
ó ejemplos análogos podrían presentarse en que la separación 
completa de las raíces exigiese todavía número mucho mayor de 
transformaciones sucesivas; por más que, agrupadas por pa- 
res, en el orden de magnitud decreciente, los productos bina- 
rios de aquellas raices pudieran determinarse con suma faci- 
lidad y prontitud. Importa, pues, aun cuando no sea nunca 
de necesidad absoluta, determinar los valores de las raices 
por un procedimiento algo más expedito que el general, en el 
presente y otros casos parecidos: y para esto sirve la des- 
composición de la ecuación propuesta en trinomios reales de 
segundo grado. 

Pero, conocidos ya los valores de v© y v'o, ¿será siempre 
factible determinar los de fo y fo por las fórmulas adecuadas 
al objeto, insertas en el (§. 17)? ¿por las (a) y (6) del (§. 18) 
en este caso? — De ningún modo. Los valores de Vo y v'q, que 
acabamos de encontrar, como si se tratase del cálculo de los 
módulos de las raices imaginarias, pueden ser positivos 6 ne- 
gativos; y respecto á los verdaderos signos que debemos an- 
teponerles estamos en la más complíla ignorancia. Lo único 
que el signo del último término de la ecuación (2^) nos reve- 
la es que una ó tres de sus raices son negativas: que si í'o es 
positivo, v'o será negativo, y viceversa; y con esto sólo no 
sabemos lo bastante para proceder, con plena seguridad de 
acierto, á la investigación de los valores de fo y /'o- 

Prescindamos, pues, de la ecuación (2°), ya que en su re- 
solución tropezamos por todas partes con dificultades impre- 
vistas y de índole extraña y como rebelde al análisis, y fije- 
mos por un momento la atención en la (2*): resuella la segun- 
da, como resuelta puede considerarse también aquella de 
donde procede. 

De la transformada (2*) deduciremos los valores de v^ y ü'a, 
positivos ambos con toda seguridad, como dedujimos los de Vo 
y r o, de signo incierto y desconocido; por las fórmulas cita- 
das del (§. 18), ó por el procedimiento explicado en el(§. 13), 
que es en este caso todavía más sencillo, calcularemos los de 
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Y» y r*- ^^^ 1^ cu^^l '^ descomposición en Irinomios de se- 
gundo grado de la ecuación (2*) queda verificada ; de estos 
Irinomios, a?' + /ííp + t?i y ¿r' + /'2¿P+ v'a. por las fórmu- 
las (42), se deducirán los valores de a*, b\ c' y á'; y los de 
a, b, c Y d se concluirán inmedialamenle de eslos últimos. 
La condición de que la suma de estas cuatro raices, considera- 
das en el sentido vulgar algebraico, ha de ser igual en valor, 
pero de signo contrario, al coeficiente del segundo término de 
la ecuación (2^), bastará muchas veces para determinar los 
signos de las cuatro; y, si esta condición no fuese suficiente, 
la sustitución en la ecuación (2^) de los valores numéricos en- 
contrados, indicará el sentido en que deben tomarse, y disi- 
pará cualquier duda que sobre este punto reinare todavía. 

Compendiemos en el más breve espacio posible las diver- 
sas operaciones que para resolver la ecuación (2°) deben por 
este procedimiento verificarse. 

De la (2*) se deduce que 



2» X log V, = 28.6102787; y 2» X log v, v\ = 31 .1902400. 

Los valores de ^2 y «'a, de estas ecuapiones resultantes, 
son los siguientes: 

t?,=: 3769.5098; y v'^^ 2.1013345. 

Y por las fórmulas (a) y (6) del (§. 18), ó por- el método 
del (§. 13), se deduce luego que 

/; = 122.98009; y /,' = 3.019909. 

Con esto, la ecuación (2*) se halla ya descompuesta en dos 
trinomios de segundo grado, cuya resolución en factores de 
primero se verificará con auxilio de las fórmulas (42), según 
á continuación se indica: 
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Primer trinomio. 



9 



\/Vi 

T 



^ sen f j 



logv,= 3.5762848 



log \/Vt 

log2 



1.7881424 
0.3010300 

3.9101652 



c.»log/.= 
logsen«,= f.9993376 



I 

log . tang '/, cp, 

logv/t'í 

log o' 
log b* 



= 86<'50'11."0 
= 43''25' 5."5 

= Í.9760081 
= 1.7881424 

: 1.8121343 
: 1.7641505 



Segundo trinomio. 

2v/^. 



f' 



= sen f 1 



|o2c',= 0.3224952 



'8 " í 



log \/v't = 

log 2 = 
c.''log/'.= 



0.1612476 
0.3010300 

T.5200061 



log . sen <f\ = 1 .9822837 



?'í 



= 73»44'43."6 



V,^',=36o52'21."8 



log 



lang y, tp', = 
log v/t)'j = 

logc' = 
logd» — 



1.8751059 
0.1612476 

0.2861417 
0.0363535 



Y. encontrados ya los logaritmos de a*, b*, c* y (P, ó re- 
suelta la ecuación (2'). como resuella puede, en efecto, con- 
siderarse la (2"). Avanzando un paso más. concluyese final- 
mente que 



loga 
log b 



a 
b 



0.9060671 
0.8820752 

8.055030 
7.622110 



log c = 0.1 430708 
logd=0.0181767 

c= 1.390179 
rf= 1.042742 



¿Cuáles son los signos de estas cuatro raices? — Negativo el 
de la primera, ó mayor en absoluto; y positivo el de las otras 
tres: de otra manera no es posible que la suma de las cuatro 
sea igual al número -|- 2, ó al coeficiente del segundo térmi- 
no de la ecuación (2°), tomado con signo contrario, como de- 
be serlo muy aproximadamente, si en el cálculo de estas rai- 
ces no se ha cometido algún error de cuantía. 
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CAPITULO V. 

Resolución de la ecuación numérica del grado i n, 
cuyas raices, reales é imaginarias, son desigua- 
les, ó sensiblemente discrepantes unas de otras. 



§. 25. 
Enunciado del problema y condiciones previas á su resolución. 



Rigurosamente considerado el asunto^ la solución del pro- 
blema que nos ocupa hállase implícitamente contenida en los 
capítulos anteriores; siendo menester únicamente para com- 
pletarla é ilustrarla resumir y generalizar cuanto en las pági- 
nas precedentes, en diversos casos particulares y bajo de as- 
pectos muy distintos, queda ya expuesto y muy al pormenor 
detallado. 

Consideremos para ello el caso general de contener la 
ecuación propuesta, que se trata de resolver, simultáneamen- 
te raices reales é imaginarias; pero con la doble restricción, 
por de pronto, de que las raices de ambas especies sean des- 
iguales, y de que, distribuidas las reales, por su orden de 
magnitud absoluta, en distintos pares, ningún módulo de las 
imaginarias se baile comprendido entre las dos raices compo- 
nentes de cada par, — Luego se examinarán y discutirán los 
casos excepcionales en que estas condiciones previas fallen ó 
no se verifiquen. 

Multiplicando, si fuere menester, por x la ecuación pro- 
puesta, su grado podrá representarse por 2 w, y será suscep- 
tible de resolverse ó descomponerse en n trinomios reales 
de segundo grado, de la forma x"" + fx^ v; y también en 
dos solos factores ó polinomios de la misma especie: uno, del 
grado 2/?, que contendrá todas las raices reales; y otro, del 
grado 2 y, todas las imaginarias.— Los valores de v son las 
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verdaderas incógnitas de) problema; pues, si por cualquier 
medio conseguimos determinarlos, los de f se deducirán lue- 
go, sin dificuUad teórica, por el procedimiento en los dos úl- 
timos capítulos latamente referido. 

Téngase ahora muy presente que estos valores de t? deben 
y pueden considerarse como productos binarios de dos raices 
reales, a y 6; ó como cuadrados del módulo común de dos 
imaginarias, conjugadas. Y si las raices de la primera especie, 
escritas por orden de magnitud decreciente, y distribuidas 
por pares^ son éstas: 

ai y 6i, Oi y 62, da y ¿s. ; 



y las de la segunda, por el orden de magnitud de sus módu- 
los y pares de conjugadas, estas otras: 



gi{cosoi±\/—\ sen cp,), ^j (eos <f a ± y/— 1 sencp^) ; 

los diversos valores de v, correspondientes á los n trinomios 
de segundo grado, en que pretendemos descomponer la ecua- 
ción primitiva, podrán representarse del siguiente modo: 

Vi = aibú Vi = aibt] ; Yi=gi^\ Yi = gi^; 



Y, si entre las magnitudes de estos valores de v. estable 
cemos, por ejemplo, la relación ó dependencia 



conviene advertir que no sólo, por hipólesis, gt^ será mayor 
que el producto aaés (=Vs); sino gt mayor también que «2 y 
que 6a; y nosología* menor que el mismo producto aa 62 (t;a> Fa), 
sino menor que aa y que 6a. De esta manera ninguno de los 
-módulos consecutivos, gi y gz, se hallará comprendido entre 
dos raices reales, conseculivas también, Oi y b^: conforme 
piden las condiciones preliminares del problema, poco ánles 
enunciadas. 
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§. 26. 

Resolución del problema en dos distintos supuestos, ambos muy 

amplios ó generales. 



(a) — Figurémonos ahora que la ecuación propuesta pro- 
cede del producto de otras dos ecuaciones, una que contenga 
todas sus raices reales, y la otra todas las imaginarias. La 
transformada, cuyas raices sean las potencias del grado m 
de las raices de la primitiva, podrá también considerarse como 
procedente de la multiplicación de otras dos ecuaciones aná- 
logas: una, cuyas raices serán las potencias m de las raices 
reales que nos proponemos determinar; y, otra, las potencias 
del mismo grado de las imaginarias. Estas dos últimas ecua- 
ciones, componentes de la final, y respectivamente de los gra- 
dos. 2 p y iq, á condición de ser 'ip-\'iq = in, pueden 
representarse como sigue, en virtud de todo lo expuesto en 
los lugares oportunos de los dos primeros capítulos: (51) 

x'^+P,x'^-'-\'P,x'^'' + P,x'^-' + P,x'^-* + = 0, y 



en las cuales debe entenderse que 

/>, = [«,•"] = «,« + 6 ™ + ar + 6>"'+ 

/>3 = [a,^ bi"^ fl,"^] = ar br a," + a"» br ís" + 
P^ = [ar 6i™ flTí" 62'"] = ar br «í"" 6a™ -1- 



> y 
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Q,- 



¥ multiplicándolas una por otra, é igualando á cero su 
producto, obtendremos la transformada de la ecuación prime- 
ra, ó la ecuación cuyas raices son las potencias m de las 
mismas raices de aquella que tratamos de resolver. Esta ecua- 
ción, derivada de la primitiva por la regla general del §. 3, 
y en cuyo examen debemos ocuparnos, es la siguiente (52): 



+0. 



+PiQi 



+ P>Qi 
+ PiQ. 
+ Q* 



^.n-,_(_ p^ 

+P>Qi 
-\-P2Q. 

■\-PiQ» 
+ Q* 



a;"-*+...=0. 



Pero, antes de pasar más adelante, advirtamos ó recorde- 
mos tres cosas. 

Primera: que el signo [ ] lo es de suma de las canti- 
dades que compendia ó simboliza, combinadas entre sí y re- 
petidas de cuantas maneras distintas sea factible verificarlo. 

Segunda: que el producto de estas cantidades simbólicas 
se efectúa como el de las ordinarias comprendidas dentro del 
corchete ó paréntesis, en términos, por ejemplo, de que 
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Y, tercera: que eolre los símbolos f ^ g existe la reía- 
c'O"^ /m^^^=29^"Xcosmíf^: en la cual la letra k indicaren 
ambos miembros, un número *de orden, ó el par de raices 
imaginarias á que las /* y ^ se refieren. 

Previas estas advertencias, veamos si la ecuación (S2), 
muy complicada en la forma, admite algunas notables simpli- 
ficaciones. 

En el coeficiente de su tercer término (Pi+ Pi Qi + 00 
figura la suma [f'mf'm], incomparablemente menor que la 
[^1*™], conforme aumenta el valor de m, por razones muy 
al por menor consignadas en el Capítulo II de esta Memoria. 
y que seria ocioso repetir. 

En el del cuarto término de la misma ecuación se adver- 
tiría ó concluiría también sin dificultad que, con relación á la 
suma [oi™5'i*™l, la [at^f'mf'm] es de todo punto insignifi- 
cante, lo mismo que la [f'mf"mf"'m] con respecto á la 

Y en el coeficiente del quinto término podrán igualmente 
tildarse por insignificantes ó despreciables, cuando m repre- 
sente un número entero muy elevado, las sumas [ai"éf"/'in/*'ra] , 

[ar/^m/"m/"'m], [9rrn.r\] V [fm /"» /"'m /^^m], CU CO- 

tejodelas [arbrgi'^'l [argi'^'ín] y [gi'"^ g.'"^]^ 

En vez de la (52) podremos, en consecuencia, escribir esta 
otra ecuación, algo más sencilla ó reducida: (53) 

¿c"^ +C,a?*'^-* + C, a?*^-* -f- C, a?"-^ + C4¿c*^~*-h =0: 

en la cual, (5i) 

6\ = [a,"] -f- [/•'„]; 



2ml . 



C.= [a.'"*.'"]+[a.'"r«']+[fl^' J. 

(7,=[«.«'é.»ar]+[a.'»6.'"/'»]+L9«'Y'«]; 

6',=[a.'"6ra,"'6.'»J-f-[a."6,"'a,Ym]-H[«.'"6."'í.""]+[í.*'"<?«""]; 
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En los coefícienles, C, de esta nueva ecuación es eviden- 
te que las suncas [ ], conapueslas de solas raices reales, 

como [ai^bi^üi^]] de solos módulos de imaginarias, como 
[á'í*™ ff«'°^] ; ¿ de raices reales combinadas con módulos de 
imaginarias, como [ai^éi^j'i*™], propenden, conforme m 
aumenta indefinidamente, á confundirse con sus primeros tér- 
minos: por hipólesis, los mayores. Pero las sumas en cuya 
composición figura alguna f, por la variabilidad en magni- 
tud y signo de estas cantidades, no es fácil, en principio, sa- 
ber hacia donde convergen, ó de qué modo influyen sobre las 
demás y sobre el valor final del coeficiente á que correspon- 
den. — La duda, sin embargo, se desvanece si exclusivamente 
nos fijamos en los coeficientes de orden ó lugar impar, terce- 
ro, quinto, etc., etc., de la expresada ecuación (53). 

Por ejemplo, el coeficiente, C^, del tercer término pro- 
pende á confundirse con esta otra expresión más sencilla: 



«r6i™ + [ar/*'i„]-f ^ 



•im. 
1 



Pero la suma [ar/^'m] es inferior á iai°'gi^[cosm(fi]; 
y esta última expresión, si S'i'>0i6i, y gi>ai, será des- 
preciable con respecto á g*"": ó con respecto á íii^ft,", sí 
las relaciones contrarias de magnitud, entre ^i, y ai y ¿i, 
se verifican. Luego aquel coeficiente puede, en el limite, ó 
cuando m sea muy grande, considerarse reducido á a,™6i"* 
ó á .9,*°": á vr ó á Vr. 

Pues el coeficiente del quinto término se presta á una re- 
ducción ó simplificación parecida. 

Por de pronto aquel coeficiente puede ser escrito como 
sigue: 



am 



or 6i™ X a," 6,"^ -}- a," 6,™ X gi^'"' -f flr,*-^ X g^ 

+ [ar 6i" a.™ /"m] + [a,-» gi'"^ /'m] . 

Y como entre los dos pares de raices reales («i y bt) y 
(fli y bt), y los dos módulos, gi y g^, no pueden establecerse 
más condiciones, compatibles con las preliminares del pro- 
blema (§. 25), que éstas; (55) 
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a,"í,">í/i'">fl,"6,°'>^,"^ y a,>b,>g,>a,>b,>g,; y 
g*"^ > ff.'™ > or 6i« > a,™ 6,", y ^i > y, > a, > 6, > a, > 6, , 

resulta que, según los casos, aquel coeficienle, dividido por 
a,"»6rXfl,"^6s". ó por ai^érxs^i'"*, ó por gi^'^Xg^^'^. 
propenderá en el limife hacía la unidad. Luego el coeficiente, 
sin modifícacion alguna previa, propende, ó hacia el limite 
€,"' üa", ó el vr Fi", ó el Vr Yj^: en suma, hacia el produc- 
to de los dos valores de v, de magnitud absoluta mayor, ele- 
vado á la potencia m. 

El espíritu de la demostración es de tal índole, que si la 
ecuación (53; la suponemos procedente de la propuesta, re- 
suelta en trinomios de segundo grado, de la forma ¿c'-f/ic-f ü; 
y si el término v le suponemos procedente también de la 
combinación, por pares, ordenados por su magnitud, de rai- 
ces reales, ó de dos imaginarias conjugadas, concluiremos de 
lodo lo dicho que. cuando m sea muy grande, — aproxima- 
damente cuándo menos: 



/ 



C. =0. 



m 



c, = »." «. 



m 



C, = c," »," », 



m 



(56) 



C„ = tí." c. 



m 



t?i 



m 



t/ji._l_2 — Vi 1/2 Vr Vy^í 
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Bn el caso, pues , que examinamos» general hasta cierto 
punto, ó en que la ecuación propuesta contenga raices reales 
é imaginarias, desiguales todas, y relacionadas las reales con 
los módulos de las imaginarias en los términos bien explíci- 
tamente referidos (§. 25), los distintos valores de v, de los 
cuales dependen (Capítulo III) los de /, se deducirán utili- 
zando los coeficientes de lugar impar, 6 de las potencias pa- 
res de ^, correspondientes á la última ecuación transformada 
de la primitiva, por las mismas reglas, compendiadas en el 
grupo de relaciones (56), que las raices reales, ó los módulos 
de las imaginarias, se determinaban en los dos casos extremos 
y más sencillos, ó cuando la ecuación propuesta sólo contenia 
raíces de una ú otra especie. 

(6) — Advirtamos ademas que si las v,, ri, Vn Vr , 

corresponden á distintos pares de raices imaginarias conjuga- 
das, y la Vf^j á dos raices reales distintas, a y 6, siendo 

a>6, no sólo los coeficientes d, C*, C\ dr propenderán 

hacia determinados limites, conforme la potencia m á q.ue 
sucesivamente se van elevando las raices de la ecuación pro- 
puesta aumente, sino que de análoga propiedad disfrutará el 
coeficiente Csr+i. 

Este coeficiente puede, en efecto, considerarse como de- 
ducido del anterior, combinando con él, por vía de multipli- 
cación y suma sucesivas, las dos raices reales a y b> Y todas 
las demás de su especie, inferiores á ellas en magnitud, que la 
ecuación propuesta contuviere; y cuantas imaginarias, de mó- 
dulo asimismo inferior á las a y b, contenga todavía: ele- 
vadas todas á la potencia m, Y como en la suma de cuantos 
productos distintos, de 2r-fl factores cada uno, pueden 
formarse con las 2 n raices de la ecuación propuesta, ó de 
su derivada final, será el predominante con exceso el prime- 
ro de los ahora considerados, resulta que el coeficiente C^r+i 
propenderá, conforme m varíe y aumente, á confundirse con 
el CitXa^, — Por lo tanto, las potencias m de las dos raices 
reales a y 6, y no sólo la de su producto Vr^^, se hallarán 
en este caso, como en el más sencillo que pudiera proponer- 
se, ya considerado en el Capítulo I. dividiendo sucesivamente 
los coeficientes C^r-^i por Car, y C^r-i-s por C^r-^-i- 
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Pero, si en vez de representar iv^-, un produelo de dos 
raices reales conseculivas, a y 6, representase el cuadrado 
del módulo común de dos imaginarías conjugadas, en la com- 
posición del coeficiente C^r+i figuraría un término igual á 
Cu X 2 S'r-f 1™ eos fw cpr_,_i: término, por regla general, de mag- 
nitud y signo variable; que predominará sobre todos los de- 
mas, cuando m sea muy grande y eos m cp muy poco dis- 
crepante de la unidad; y de cuyo signo, indeterminable á 
prioriy dependerá entonces el de C^r_^,. 



m 



Y este mismo valor extremo, ^CuX{v^^.^) "" , pero de 
signo invariable, seria también en el limite el del coeficiente 
Car.!.,, si las dos raices reales, a y 6, fuesen iguales, en vez 
de diferenciarse sensiblemente, una de otra, como poco antes 
supusimos. 

Cuando la ecuación del grado 2 n, que se trata de resol- 
ver, contenga raices reales é imaginarias, resulta, pues, de 
cuanto seacaba de exponer y discutir: 

1/ Que los coeficientes de lugar impar áe^ las transfor- 
madas sucesivas serán todos positivos, y propenderán á con- 
vertirse en potencias exactas de los diversos productos que 
con las distintas v pueden formarse. 

2/ Que el coeficiente de lugar par^ anterior al primer 
coeficiente de lugar impar en cuya composición entre un pro- 
ducto de dos raices reales, — como el Ci-m» anterior al C^^j^^^ — 
propenderá también á confundirse con una potencia exacta 
del producto de las v anteriores, multiplicado por la mayor 
de las dos raices a, 

Y 3/ Que el mismo coeficiente de lugar par, seguido de 
otro impar, en cuya composición figure un nuevo módulo de 
dos raices imaginarias, variará continuamente en magnitud y 
en signo, sin tendencia ó propensión á confundirse con nin- 
guna potencia exacta de cantidades reales. — El cambio de 
signo en las transformadas sucesivas es indicio seguro, como 
ya tantas otras veces hemos repetido, de que la ecuación pro- 
puesta contiene raices imaginarias. 
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S. 27. 



Estudio de los casos excepcionales , no comprendidos en el 

párrafo anterior. 



Examinemos ahora algunos de los varios casos excepcio- 
nales de que en totalidad prescindimos al principio del pre- 
sente capítulo (§ 25), para simplificar la exposición de este 
complicado asunto. Aunque el análisis y discusión de tales 
casos parezcan, por de pronto, incompletas y poco generales, 
advertiráse luego sin esfuerzo que las mismas consideracio- 
nes y razonamientos pueden fácilmente ampliarse á cuantos 
otros casos y dificultades de índole análoga surgieren en la 
práctica. Más que á prever y discutir cuantas anomalías en 
la materia de que tratamos son imaginables, propenderán las 
siguientes advertencias y reflexiones, á familiarizar al lector 
con los principios del método que debe observar para inter- 
pretarlas recta y prontamente, donde y cuando quiera que se 
presenten. 

(a) — Supongamos, en primer lugar, que la ecuación pro- 
puesta tenga tres raices iguales á a. y otra simple, b; y que 
a> b. En la composición de aquella ecuación primitiva figu- 
rará entonces necesariamente el producto 

{x+aYx{0P'\-b) = 
íT* + (3 a + 6) ¿c» + (3 a' + 3 a 6) Oí' + (3 a» 6 + a') ^ + o^ 6; 

y en la de la ecuación, transformada, cuyas raices sean las 
potencias m de la primera, este otro: 

(¿c + 0"")' X (a? 4- 6""): cuyo limite, admitida la 

desigualdad de valores de a y de 6, es el siguiente: 

(57) ¿c* + 3 a™ a?^ + 3 a*™ x' + ^*'"' ^ + «'"" *""• 

9 
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Si las primeras v, desde la Vi hasta la Vr» son indcpen- 
dientes de estas dos raices a y ¿, el coeilcíente Car podrá 
escribirse del siguiente modo, conforme lo en e\ caso general 
y párrafo precedente expuesto: 

Y, para pasar de este coeficiente á los sucesivos, ya de- 
pendientes de a y de 6, bastará combinarle de todas las 
maneras posibles con la raiz triple á^, y la simple b^, pri- 
mero; con los productos binarios, ternarios y cuaternarios de 
estas mismas raices, luego; y conservar, por último, en las 
sumas de productos asi resultantes, únicamente los términos 
como de orden superior, y que en cierto modo representan los 
límites hacia los cuales las mencionadas sumas propenden. 
Procediendo así, obliénense sin dificultad los siguientes re- 
sultados: los mismos que se hubieran obtenido multiplicando 
el coeficiente Csr por los coeficientes del anterior polinomio, 
á contar del segundo: 



(58) 



t'iT-^-i — Cír y\ 6 a ; 

C„+3 = Cr X o"°; y 
\ C'g|._^4 — t/jr /\ a o • 



De donde se deduce que, (59) 



Cn (^iT4-i ^ar-l-« « t 



Resultados que comprenden, sin ambigüedad Üe ningún 
género, los caracteres de multiplicidad de la raiz a, y las 
reglas á que debemos atenernos para determinar los valores 
de a y de b: reglas que en nada discrepan de las generales, 
anteriormente deducidas. 
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Ni se complica la cuestión, poco ni mucho» por suponer 
que a sea menor que 6, en vez de suponerla mayor, como 
en un principio admitimos. Porque en esta segunda hipótesis 
reemplazarían, al polinomio (57) este otro: 

(60) a;* + 6"a?* + 3 o"^ 6"^ a?* + 3 a*" 6^ ¿r + a' ft"*; 

á los coeficientes del cuadro (58) los que siguen , obtenidos 
por la combinación de C%r con los coeficientes del (,60); 

(61) • 

C„^, = C.r X 3 a"" 6"; y 

y á los cocientes (59) los (62), igualmente notables por el or- 
den en que se suceden y las relaciones de magnitud de las 
cantidades que representan: 

^ir ^sr-fi ^ar-fa ^ar-fs ^ 

La existencia, pues, de raices iguales en la ecuación pro- 
puesta, ni complica apenas la solución general de la misma 
ecuación, ni puede ser causa de notable ambigüedad ó duda 
al interpretar los distintos resultados que se obtuvieren, pro- 
cediendo, por de pronto, como á ciegas en la invesligacipn 
de todas las raices. 

(¿) — Y, en segundo lugar, continuemos suponiendo que la 
ecuación propuesta contenga una raíz real, g, igual al mó- 
dulo de dos imaginarias conjugadas, asociada c^on otra, a, real 
también y menor que g: ó, en más sucintos términos, supon- 
gamos que en la composición de la ecuación primitiva figura 
este producto: 

{x^-{-fx^g')[x + g){x^a), 
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ó el polinomio equivalente 

En la ecuación final, Iransrormada de la primera, entrará 
también como factor este otro polinomio: (63) 

(a™ í" /m + o" y'" + gn a? + a" í/'™. 

Y precisamente los coeficientes de esle polinomio, á con- 
tar del segundo, son los que deben combinarse por vía de 
multiplicación con el Ctr para hallar los coeficientes limiles 
sucesivos de la ecuación transformada que se busca. En efec- 
to: si los valores de t^, desde Vt hasta Vn son independien- 
tes de las cuatro raices, — dos imaginarias y dos reales, — á 
que ahora atendemos, del valor de Cu se deducirán los de 

Cjr-f-i» í^2r+4 multiplicando el primero, sucesivamenle, 

por aquellas cuatro raices, que son las mayores de su espe- 
cie, no consideradas todavía, y reuniendo en una suma los 
cuatro producios asi obte.nidos; y verificando después opera- 
ciones análogas con los productos binarios, ternarios y cua- 
ternario de las mismas raices. Los resultados finales, supo- 
niendo ya muy elevado el valor de m, puede, sin error sen- 
sible, admitirse que se reducen á eslos: 

C.r-.. = C,r X (a- g^ + a- /„ + g^ ^ + (/-); 

(6i) : 

C.r-.. = C,r X (a- g^ U + cT g'^ -|- g^'^ y 

^ir-f 4 = C'jr X a"™ g^> 

Pero, llegados á esle punto, conviene advertir que el coe- 
ficiente a™ + /m 4- g^ es indeterminado en magnitud y en 
signo. — En efecto: por ser g>a, conforme m aumente, la 
potencia a™ adquirirá un valor relativo cada vez menor, y 
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despreciable al fin, comparada con la g^; y el trinomio con- 
siderado redúcese entonces al binomio f^ + g^- Pero el tér- 
mino fm puede variar entre — 'ig^ y +ig^: luego la in- 
determinación del trinomio, y, por lo tanto, del coeficiente á 
que corresponde, C„^i, es inevitable en el curso de las 
transformaciones sucesivas de la ecuación propuesta. 

Lo propio sucede con el coeficiente Qr+s- — Porque, en el 
fííwt/^, el polinomio a"^ g"^ -^ á^ f^ + g"^ f^ + g*"^ se reduce 
al binomio fl'^/m + fl^'"; y> como el primer término de este 
binomio puede variar entre — 2^*" y +25^*°* no hay me- 
dio en realidad de asignar límite alguno hacia el cual pro- 
penda el mencionado coeficiente. 

Mas el Car-f-s tiene un valor final determinado: porque en 

el polinomio a"* 5^"* /m + «" ^*™ + 5^'"* » el último término 
predomina al fin sobre todos los demás, hasta anularlos por 
completo casi. Y de la misma propiedad goza el C^^.^, y por 
razón mucho más fácilmente perceptible todavía. 

En resumen: los cuatro coeficientes que en el caso ahora 
examinado siguen al Qr* en la transformada (2"*), podrán 
escribirse de este modo: 

(65) ; _ 

^ar-j-4 ^^ ^ar ^ g ^ • 

El carácter, pues, de este caso excepcional es el de pre- 
sentarse en las transformadas sucesivas dos coeficientes con- 
secutivos, indeterminados en magnitud y en signo. Mas, pres- 
cindiendo de estos dos coeficientes, rebeldes al análisis, los 
valores de ^ y de a se deducen inmediatamente, de los dos 
siguientes y del anterior á ellos, por el procedimiento senci- 
llísimo y general antes expuesto. 

Si en vez de suponer que g>a, admitiésemos que a>g, 
al cuadro de relaciones algebraicas (65) reemplazaría este 
otro: 



(66) 






y las consecuencias de su análisis serian las ooismasque en la 
hipótesis anterior. 

(c)— No ¿Oí coeficientes consecutivos, sino tres, cinco , 

coeficientes, variables con incesante irregularidad, nos resul- 
tarían en las transformadas sucesivas, si, en tercer lugar, con- 
siderásemos el caso de que la ecuación propuesta contuviese 
dos, tres, . . .pares de raices imaginarias, no precisamente 
iguales, sino dotadas del mismo módulo: como, después de 
todo lo expuesto y referido, seria fácil tarea, aunque un poco 
larga y fastidiosa» demostrar. 

{dj — Y, por último, y para no insistir más en asunto tan 
sencillo en la práctica como difícil y complicado en teoría, 
por su mucha generalidad y variabilidad interminable, supon- 
gamos que entre dos raices reales, a y ¿, de la ecuación 
propuesta, se halle comprendido el módulo, g, de dos ima- 
ginarias conjugadas. — En aquella ecuación figuraría entonces 
el producto 

equivalente á este polinomio: 

x* + {a + b + f)x'^ + (ab + af-\-bf-i^g')x' + 

{ab f-^ a g' + h g*) X -{- ab g\ 

Y este polinomio, suponiendo que 

(67) a>g>b. 
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se convierle en la úllima ecuación, transformada de la primi- 
tiva, en el que sigue: 

(68) x* + (a- + /,) X' + (o- 6- + a" /m + 9^ x' + 

(«™ 6"* /"m + «"* 9'"") x + a'^b'^ g'"^. 

Verificándose la doble condición (67), puede, sin embar- 
go, suceder que 9* sea mayor que a 6. ó menor, ó igual á 
este producto; pero en los tres casos el coeficiente de a?', en 
el polinomio (68), propenderá hacia el limite a^; el de x* 
resultará indeterminado, en magnitud y signo; y los de o?* y 
x"^ propenderán evidentemente hacia los límites a^ g*^ y 
^mjm^sm — p^j, j^ taulo, suponicudo que los valores de t?. 

desde v, hasla v^ inclusive, sean independientes de las cua- 
tro raices que ahora consideramos, nos resultará que 

/C,, = y/" v,"^ v,"^ O 

(69)<C,r-,.=(?) 

C,r^. = C,rXa^b^g'^ 

Ó, en términos vulgares, nos resultará indeterminado un 
solo coeficiente de lugar ráj^ar; anomalía distinta de todas las 
advertidas en los demás casos excepcionales anteriormente 
examinados; pero de ninguna trascendencia en el asunto. 
Pues, prescindiendo de aquel coeficiente, nada más fácil y ex- 
pedito que hallar los valores de a, g^ y 6, con auxilio de los 
otros dos inmediatos, anteriores y posteriores, entre los cua- 
les se encuentra comprendido. 

{e) — En conclusión: siempre que las raices, reales ó ima- 
ginarias, discrepen unas de otras sensiblemente, la aplicación, 
hasta irreflexiva, más ó menos veces reiterada de la regla del 
(§. 3), nos proporcionará una ecuación, derivada de la pro- 
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puesia, de cuyos coeficientes, limitados todos, ó alternativa, 
regular ó irregularmente, limitados ó indeterminados, podre- 
mos deducir los valores de aquellas raices, ó de sus módulos, 
ó de sus productos binarios, distribuidos por orden de mag- 
nitud. Y la solución completa del problema no pide tampoco 
más que esto último, según lo expuesto y demostrado en los 
dos capítulos anteriores. 

Ni aun la condición previa, en el presente admitida como 
necesaria para simplificar la exposición del asunto, — la de 
que sea de grado par la ecuación que se traía de resolver, — 
tiene importancia alguna, ni siquiera objeto, en la práctica: 
porque, aplicando cuantas veces fuere menester la regla deL 
(§. 3), obtendremos siempre una nueva ecuación, de cuyos 
coeficientes, limitados, en el sentido convencional atribuido á 
esta palabra, en totalidad ó sólo en parte, según la naturaleza 
de las raices y las relaciones de magnitud que entre las reales 
y los módulos de las imaginarias existan, imposibles de prever 
por de pronto, se desprenderán luego los valores de aquellas 
raices y de los módulos con ellas combinados y como insepa- 
rables en la ecuación primitiva. 

Bastará resolver un par de ejemplos muy sencillos para 
adquirir la certidumbre, en algún modo experimental, de lo 
que acabamos de decir, y penetrarse de la generalidad y fe- 
cundidad del método de investigación y análisis expuesto. La 
prueba material no es necesaria, ni prueba nada apenas, tras 
el razonamiento teórico; pero tampoco suele pecar de ociosa 
nunca. 

§. 28. 
Ejemplos y síntesis del método. 



(a)— Como primer ejemplo, propongámonos hallar las rai- 
ces ó factores de la ecuación 

^x' + lx' + n = (i, 

requivalenle á esta otra: 
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Las dos primeras transformadas, diroclamente conslrui- 
'Jas por la regla del (§. 3), son las siguientes: 

(2*)aj' + 1.96¿c* — 12.32 ¿ZJ + 19.36 = 0; y 

(2*) X' + 28.4816 X' + 75.8912 x + 374.8096 = O, 

El cambio de signo del coeficiente de x nos indica que 
no todas las raices de la ecuación (2*^) son reales: y como 
una, por lo menos, debe serlo, concluyese que las otras dos 
serán imaginarias. 

Reemplazando los coeficientes de la (2*) por sus logaril- 
mos, y aplicando luego Ires veces consecutivas la misma re- 
gla de derivación de nuevas ecuaciones, obliénense sin difi- 
cultad estos resultados: 

(2*)a;'+ 1.45456 0;^+ 1.88019 a; + 2.57381=0 
(2')¿p^+ 2.81916 a?*— 4.19286 ¿c+ 5.14762 = 
(2*)aj'+ 5.66839¿c'+ 7.76185a? + 10.29524 = 
(2») x^ + 11.33654 x^ — 16.17769 x + 20.59048 = 0. 

En la transformada (2^) el coeficiente de x^ seria igual 
al duplo del mismo coeficiente en la (2*); el de x volvería á 
cambiar de signó: y el de x^ se obtendría, como siempre, y 
lo mismo que el de x'^ ahora, por simple duplicación del que 
le corresponde en la precedente. Las operaciones de transfor- 
mación ó derivación terminan, pues» en la (2^). 

Y de esta ecuación se concluye, sin dificultad, que 

2^Xloga = 11.33654; y 2* X logo 6 c= 20.59048 
ó loga = 0.354267 j a =2.26083 j 

log6c = 0.289186)' (6c)=^* = 1.94619)* 



\ 
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Conocemos, pues, ya con esto la raiz real, a, — negativa 
en el sentido vulgar algebraico; y el cuadrado, g^, del mó- 
dulo de las dos imaginarias conjugadas. El valor de f, que al 
trinomio ¿p* + /^ + 5* corresponde, se deduce en el ejemplo 
propuesto de esta sencillísima condición: 

+ 2.26083+/'=+ 1.4 

Y, con el grado de aproximación que el uso de las tablas lo- 
garítmicas de cinco cifras decimales permite obtener, conclu- 
yese finalmente que 

5 (iJ^^O. 86083 ¿c+ 1.94619) (¿p + 2.26083) =5í?' +7 a?^+22 

(b) — Algo más complicado que el anterior es el siguiente 
segundo ejemplo, que pasamos á resolver. 

(2«) x' — lx' + \03x' — x' — 1834 a — 11824 = 0. 

Reemplazando los coeficientes de esta ecuación por sus 
logaritmos, y calculando luego los de su primera transforma- 
da con siete cifras decimales, para evitar muy desde el prin- 
cipio la acumulación de errores, obtiénense por de pronto, es- 
tos resultados: 

(2^) x' — 0.8450980 x*+ 2.0128372 a?' — 0.0000000 x'— 

3.2633993 x — 4.0727644 = O 

(2*) ^^— 2.1958997 0?*+ 3.8405432a?'+5.7350715¿c* + 

6.3237345 x + 8.U55288 = 0. 

Limitemos ahora la aproximación á la compatible con el 
uso de logaritmos de cinco cifras; y como de la ecuación (2®) 
se ha deducido la (2*), así de ésta se desprenderán sucesi- 
vamente, y cada vez con mayor facilidad, las cuatro que si- 
guen: 
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(2') x'+ 4.03322 «*+ 8.35271 a;^ + 11.31 186 a;*— 

14.14851 a; 4- 16.29100 = 

(2') x'— 8.52377 a;* + 16.66313 a;' + 23.02486 a;'+ 

28.07188 a; + 32.58212 = O 

(2') X' + 16.28980 ar' + 33.34053 »' + 46.00544 x*+ 

55.76589 a; +65.16424 = 

« 

(2^) x' — 33.60217 x' + 66.68102 x' + 92.00979 x'+ 

110.64963 ¿z? + 1 30.32848 = 0. 

Si de la última ecuación nos propusiésemos todavía dedu- 
cir la (2^), advertiríamos: que el coeficiente de x* cambiaba 
otra vez de signo y conservaba su carácter ya manifiesto de 
indeterminación ó variabilidad irregular; que los de x^ y ¿c^ 
se obtenian, por el contrario, duplicando los de estas mis- 
mas potencias de x en la (2^); y que el de x\ como el de 
la X*, continuaba indeterminado. Del último coeficiente no 
hay que preocuparse; pues en éste, como en cualquiera otro 
caso, obtiénese siempre dicho coeficiente por duplicación del 
que le corresponde en la precedente transformada, con inde- 
pendencia completa de todos los demás. 

De la ecuación (2^) sólo podremos, en consecuencia de lo 
advertido, utilizar tres coeficientes para resolver la (2^); y 
como ésta contiene cinco raices, la solución resultará incom- 
pleta, por de pronto, y se limitará á determinar los valores 
aproximados de la única raiz real, que aquella ecuación com- 
prende, yde los dos módulos de sus cuatro raices imagina- 
rias. A renglón seguido se expresan las ecuaciones de condi- 
ción que han de servir para esto, y los resultados finales que 
de ellas se desprenden: 

2^Xloga6 = 66.68102| loga6 = 2. 083782 

2^Xlogfl6c = 92.00979(; log c =0.791524); y 

2^Xloga6crfé? = 130.32848) log rfe = 1.197458 

a6 = ^^ = 121.278; c=6.18764; y ¿éJ = <// = ! 5.7564. 
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Para determinar ahora los valores de f y f^, que á los 
^® 9* y 9* corresponden, habría que considerar la ecua- 
ción propuesta como de sexlo grado, multiplicando para ello 
todos sus términos por x; y aplicar á esta investigación las 
fórmulas {a") y (6") del (§. 18). Pero esto, que ya en otro 
ejemplo análogo se practicó, y que es lo más directo é irre- 
prochable en teoría, puede» en casos como el presente, sim- 
plificarse y abreviarse en gran manera, por el método del 
(§. 13). 

Si. en efecto, la ecuación (2^) la consideramos como equi- 
valente á esta otra: 

(^' + /^ + 9') (^* + f.^ + 9n (^ + c) = 0. 
concluyese por necesidad ineludible que 

f+n + c = - 7, y 
9'9i' + cg'f, + cg,^f=-mL 

Luego los valores de / y ^, después de conocidos los 
de g^, g^^ y c, dependen de la resolución de dos ecuaciones 
de primer grado con dos incógnitas. Sustituyendo por g^ y 
g* sus actuales valores, positivos, y por e el que le corres- 
ponde también, con signo contrario al de la raiz algebraica 
que representa» ó con el signo menos, dedúcese de aquellas 
ecuaciones que 

/= — 6.66922. y /,= 4-5.85686. 

La solución de .la ecuación propuesta. (2^). 'queda asi 
completada, con el grado de aproximación, un poco exagera- 
do ó ficticio tal vez. que las tablas auxiliares de logaritmos 
de cinco cifras consienten. Y si fuere menester ó conviniere 
cerciorarse de la exactitud de los cinco valores de g* y fi, g^^ 
y A» y c. y rectificarlos, en caso de necesidad, habría que em- 
plear el procedimiento y fórmulas, adecuadas al objeto, y en 
los párrafos (8) y (14) consignadas. — Sobre este punto no hay 
ya nada nuevo que advertir. 

(c)— De mayor reparo es digna la aparente ligereza con 
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que, del examen de las transformadas sucesivas de la ecua- 
ción (29), y, muy en particular, de la (2^), hemos concluido 
que aquella primera ecuación contenía una sola raíz real y 
cuatro imaginarias. ¿Por qué no serian reales tres é imagina- 
rias dos únicamente? ¿Y por qué entonces el producto ab ó el 
de, en vez de representar el cuadrado, forzosamente positivo, 
de un módulo, no representarla el simple producto binario de 
dos raices reales, acaso negativo, contra lo supuesto en el 
cálculo posterior de / y f^? 

Repasemos muy por encima las diversas consideraciones 
teóricas en esla Memoria expuestas, con aplicación al ejem- 
plo de que ahora se (rala; y no sólo resultará justificado lo 
que se acaba de practicar, sino que, tal vez, se disipe la tenue 
oscuridad que, al discurrir en el asunto, pudiera ofuscarnos 
lodavia. 

Si las cinco raices. — a,b,c,d y e, — de la ecuación 
propuesta fuesen reales, los coeficientes de todas las transfor- 
madas serían positivos. No lo son todos: luego el primer su- 
puesto resulta inadmisible. 

Mas pudieran ser reales tres, y existir entre ellas y el mó- 
dulo» g, de las otras dos, estas relaciones de magnitud abso- 
luta: 

a>b>c> g. 

Pues en la transformada cuyas raices fuesen las de la pro- 
puesta, elevadas á la potencia m, conforme este número au- 
mentase, se verificaría entonces: que el coeficiente del segun- 
do término contendría la potencia m de a, superior con gran- 
dísimo exceso á las demás potencias ó cantidades con ella com- 
binadas, por vía de adición ó suma; que el del tercer término 
contendría la misma potencia, dotada de igual ó análoga pro- j 

piedad, del producto binario ab; y que el del cuarto conten- 
dría la del producto ternario abe, incomparablemenle mayor 
asimismo que las potencias m de los demás productos de este 
nombre que con las cinco raices pueden formarse. Y. por lo 
tanto, los tres coeficientes mencionados, variables de signo al- 
guna vez, en las primeras transformadas, concluirían por ser 
positivos, y por convergir hacia limites determinados. Falla 
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también la consecuencia en el ejemplo resuelto: luego la con- 
dición previa, de donde lógicamente se desprende, debe ca- 
lificarse de errónea é inadmisible. 

É inadmisible seria análogamente cualquiera otra en que 
el módulo g no ocupase el primer lugar, por orden de mag- 
nilud, en las relaciones, parecidas á la anterior, que entre él 
y las raices reales se establecieren. Pues baslaria que a fue- 
se mayor que g, aun cuando g superase á 6 y c, para 
que en el coeficiente del segundo término de las transforma- 
das sucesivas predominase la potencia m de a sobre todas 
las demás; y para que, en consecuencia, adquiriese este coe- 
ficiente el signo positivo y un valor determinado, ó indepen- 
diente de los que le preceden y siguen en la anteúltima de las 
ecuaciones, por la regla del (§. 3), derivadas de la primi- 
tiva. 

Resta, pues, saber sí es ó no admisible esta otra condición 
preliminar: 

g> a> b> c. 

Cierto que en las transformadas sucesivas el término, de 
signo indeterminado, g^f^cosiwcp, puede entonces predomi- 
nar sobre los a™. 6™ y c™, y de este predominio resultar 
indeterminación en el signo y en la magnitud de su segundo 
coeficiente, conforme se advierte en las transformadas de 
nuestro ejemplo; pero los demás coeficientes deberán, al fin, 
ser positivos y limitados lodos: el tercero porque g^^ repre- 
senta un número, en cotejo del cual se desvanecen las demás 
cantidades que á la composición de aquel coeficiente concur- 
ren; y los cuarto y quinto porque g^'^a^ y g^^a'^b"' son 
también incomparablemente superiores á los demás productos 
análogos, en eslos últimos coeficientes comprendidos. Con re- 
lación al ejemplo que se discute, la consecuencia final no es 
cierta en todas sus partes: luego la hipótesis de donde proce- 
de no puede considerarse como admisible tampoco. — Luego la 
ecuación (2®) no poseerá dos solas raices imaginarias; sino 
cuatro: precisamente tantos pares como coeficientes indetermi- 
nados comprende su última transformada. 

Tan importante consecuencia se infiere de un razonamien- 
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to y conjunto de reflexiones, aplicables, con variantes de mera 
forma, á cualquier otro caso ó ejemplo, y, por lo tanto, com- 
pletamente generales en el fondo. El contenido de este capitu- 
lo, y aun de toda la Memoria, queda asi compendiado en dos 
palabras. 

[d) — Propongámonos todavía resolver un ejemplo más, un 
poco rebuscado, pero muy interesante, relacionado con la doc- 
trina del §. 27, y que nos servirá como-de punto de partida 
para llegar sin violencia al capítulo siguiente. 

Sea, pues, la ecuación de 5** grado 

(2») «'—32 a;' + 72 «^-185 a; + 360 = O, 

cuya primera transformada es la que sigue: 

(2*) a;'+64a!*+654a;'— 6656 a?'— 17615 a; + 129600 = 0. 

Sustituyendo al cálculo directo el logarítmico, obtiénense 
sucesivamente estos resultados: 

(2') a;»+ 1.8061800 «*+ 2.8155777 a;^— 3.8232133 a;'— 

4.2458826 a;+5.1 126050=0 

(2') «»+ 3.4452928 a;*+ 6.0949788 a;'+ 7.9239253 a;*+ 

9.3086761 a;+l 0.22521 00=0 

(2») ar'+ 6.7229658 ar*+12.0353233 a;'+15.3163755 a;' + 

18.1218550 a:+20. 4504200=0 

(2*) a;'+13.4108037a;*+24.0624897a;^+30.1534264a?* + 

35.7661749 a;+40.9008400=0 



(2») a;'+26.8200923a!'+48.1 249556 a;'+59. 8318580 a;^ -i 

71.0571465 a;+ 81.8016800=0 

(2») a!»+53.6401819a!*+96.2499112a;'+119.1954429a;'+ 

141.6443493 a;+1 63.6033600=0 
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Los coeficientes de x* y de x^ en la Iransrormada (2') 
son, ó pueden ya suponerse, cuadrados perfectos de sus cor- 
respondientes en la (2^); y de estos dos coeficientes fácil será, 
por lo tanto, deducir los valores de dos raices de la ecuación 
primitiva, reales por necesidad. Y siendo aquella ecuación de 
grado impar, alguna oirá raiz deberá ser real también: luego 
las imaginarias, indicadas por los signos negativos de la (2*), 
no pasarán de dos, en el ejemplo propuesto. 

Pero los coeficienles de x* y de x, aunque* positivos 
siempre, desde la transformada (2^) en adelante, ni en la (2^) 
son cuadrados perfectos de los correspondientes en la ante- 
rior, ni como lales podrán considerarse tampoco en las suce- 
sivas, hasta llegar á una de orden muy elevado. 

Luego la ecuación (2^) contiene dos raices reales, que fá- 
cilmenie se aislan ó desprenden de las demás; y tres que, nu- 
méncamenle , deben discrepar muy poco entre si, cuando tan- 
to trabajo cuesta separarlas, por más que en algún otro con- 
cepto sean muy diferentes. Por de pronto debemos, pues, li- 
mitarnos á escribir las tres siguientes consecuencias de la 
ecuación (2®): 

2«xloga = 53.6401819; j /loga =0.83812784; 

2'^Xlog«6 = 96.2499112; U I log6 =0.66577702; y 

2' X log ahcde^X 63.6033600 ) ( log cdc=\ .05239764. 

Si, en efecto, fuesen iguales las tres raices, designadas 
por c,d Y e, el logaritmo de su cubo seria conocido, y el 
valor común de las tres raices se deduciría inmediatamente. 
Pero ¿cómo cerciorarse de que son absolutamente iguales, ó 
de que difieren poquísimo unas de otras? — No es fácil la res- 
puesta, en términos generales por lo menos. 

Advertiremos, sin embargo, que si fuesen iguales, por lo 
explicado en el §. 27, los coeficienles de a?", x y x"^ propen- 
derían respectivamente hacia los límites 



.«™ o , I aví*" / , ,v8™ 



3(a6í?) , 3(a6c*) Y {(^bc'] - 
Luego, con alguna aproximación á la verdad, podríamos 
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escribir eslas relaciones, que de la consideración de la trans- 
formada (2^) se deducen: 

2«Xlog«6 = 96.2499112; 
2«Xlogafic =119.1954429 — rog3: 
2^Xlogo6c^ = 14l.64í3493 — log3; y 
2^ Xloga6c^= 163.6033600, 

Y combinando la primera con la segunda, la segunda con 
la tercera, y la tercera con la cuarta, se concluirán estos tres 
valores de log c: 

log(? = 0.3510689; 0.3507641; ó 0,3505646. 

La pequeña discrepancia de estos logaritmos puede pro- 
venir, ó de discrepar en realidad las tres raices buscadas, ó 
de no representar todavía la ecuación (2^) el limite ó la trans- 
formada final de la (2^) con suficiente grado de aproximación. 
Lo único, pues, averiguado es que, ademas de las raices a y 
b, contiene la ecuación propuesta otra ú otras raices, cuyo 
logaritmo aproximado es . 3508 ..., ó el valor numérico co- 
mun 2,25 ... Y con este primer valor, y por la regla de New- 
ton, será menester calcular otro y otros, hasta llegar al pun- 
to de aproximación apetecido. 

Y que la regla de Newton es aplicable en este caso se in- 
fiere del hecho incuestionable de no contener la ecuación pro- 
puesta más de una raiz real, á la cual el número 2.25 se 
aproxime. Pues si, por el contrario, contuviese tres, las cinco 
raices serían reales, y la transformada (2*) debería poseer 
todos sus términos positivos. No los posee; luego, en virtud 
de cuanto precede, dos de aquellas cinco raices son imagina- 
rias, y el número 2.25 ... se aproximará á la única raiz real 
desconocida todavía, distinta de las a y b. 

Mas, si las tres raices c,d y e son de especie diversa, 
imaginarías dos y real una, ¿cómo, ni por un momento, he- 
mos podido suponer que fuesen exacta ó aproximadamente 
iguales? — Muy sencillo. ' 

10 
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La transformada (i^) así lo es de la (2"j como de la (i*): 
(lo la (S''), que contiene dos raices imaginarias, como lo prue- 
ba la existencia del signo negativo en la (2*); y de la (2*), que 
no contiene ninguna de aquella especie ó nombre, conforme 
lo indican los signos positivos de lodos los términos de todas 
las transformadas sucesivas, hasta la (2^) inclusive, y las que 
á continuación pudieran deducirse. 

¿Y de qué forma deben ser las raices imaginarias de la 
(2") para convertirse en reales en la (2*), por la simple eleva- 
ción al cuadrado? — De ésta: =i=Pv/ — 1; Y ^^ ^^ '3 general. 

La observación es evidente, y tan importante que nos da 
la clave para acabar de resolver con grandísima sencillez y 
por completo la ecuación primitiva (2^). 

En efecto: las dos raices a y 6 son ya conocidas; y la c, 
considerada como real también, debe ser tal que, sumada con 
ellas, reproduzca el coeficiente de x\ igual á cero en este 
caso: con lo cual esta c puede asimismo darse por determi- 
nada. Y como el coeficiente, 360, del último término es igual 
al producto de las (res raices reales por el cuadrado del mó- 
dulo de las dos imaginarias, conocidas ya aquellas tres raices, 
sencillísimo será también averiguar lo que el módulo, ^ 6 g, 
aproximadamenle vale. Los valores de las cinco raices, por 
tan breve procedimiento obtenidos, son, en fin de cuentas, los 
que siguen : 

a = — 6.888550; 
b= f 4.632091; 
c = + 2.256459; y 



rf= -(?= + 2.236068 >/—!. 

(e) — Gomo ejercicios sobreestá misma materia, concluire- 
mos proponiendo al lector los tres siguientes ejemplos, que 
debe empeñarse en resolver. 
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Para hallar las (res raices de esta ecuación, real una v 
(los imaginarías, hay que avanzar hasta ia transformada (i^). 
Pero las cuatro primeras transformadas pueden obtenerse muy 
sencillamente, sin apelar á las tablas de logaritmos. Y de la 
(2^) basta conocer el coeficiente del segundo término. 

Las tres raices buscadas son éstas : 

j?r^ — 1.650G29; y 

¿c::^— 0.174685 rtil.Sí 6869 Xs/~ 



De la transformada (2^) se deducen los siguientes valores 
de sus cuatro raices imaginarias: 

0?=:-. -1.28781 6 ±0.857897 Xv/-Í; V 
a;= +0.287816=±i 2.832186 Xv/~í 



Gomo en los casos precedentes, las cuatro primeras trans- 
formadas se deducirán sin el auxilio de los logaritmos con 
suma sencillez. Mas el trabajo de cálculo habrá de prolongar- 
se luego hasta el segundo término de la (2*^) para separar por 
completo unas de otras y determinar sus cinco raices. Estas 
son las que siguen : 

a?= — 1.491798; 

^7=-— 0.805786 ±1.222905 Xv/~í; y 



x^ + 0.551685 ±I.2533í9X y/- 1 
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CAPITULO VI. 

Examen del caso excepcional en que la ecuación 

numérica propuesta contenga dos ó más raices 

de cualquier especie, muy poco discrepantes 

unas de otras. 



§. 29. 

Dificultad, no considerada hasta ahora, que puede presentarse 
en la resolución de las ecuaciones numéricas. 



El procedimiento de resolución de las ecuaciones numéri- 
cas, en los precedenles capítulos expuesto, sólo puede sumi- 
nistrarnos por de pronto los valores de las raices buscadas con 
un cierto grado de aproximación. Si estos valores aproxima- 
dos discrepan notablemente unos de otros, por la regla de 
Newton, también en los anteriores capítulos inserta, se deter- 
minarán luego y con bastante sencillez sus correcciones res- 
pectivas, y se deducirán nuevos valores de las incógnitas á 
que se, refieren, más aproximados á la verdad ó más dignos 
de confianza que los en primer término obtenidos. Y, repi- 
tiendo las operaciones de rectificación dos, tres ó más veces 
consecutivas, la discrepancia entre los resullados que por fin 
se obtuvieren y los que pretendemos desde un principio de- 
ducir, si no nula, será, por lo menos, insignificante y despre- 
ciable. 

Pero, cuando los valores que deben corregirse discrepen 
poquísimo unos de otros, ó sea su diferencia menor que el 
duplo de la corrección hipotética, obtenida por la regla de 
Newton, fallará ó podrá fallar esta regla de cálculo; y, apli- 
cándola sin discernimienlo y muy previsora reflexión á la de- 
ducción de nuevos valores de las raices buscadas, nos desvia- 
rá entonces del recto camino que para eslo conviene seguir, 
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y DOS hará perder ÍDÍrucluosamenle el tiempo. Ilasla pudiera 
suceder que dos ó más de aquellos primeros valores aproxi- 
mados, que se trata de corregir, fuesen absolutamente igua- 
les, sin serlo en lodo rigor las raices á que se refieren ó cor- 
responden; y entonces ni esperanza cabria de obtener por la 
simple regla de Newton la separación ó distinción de tales 
raices, unas de otras muy poco diferentes, ó casi iguales. Res- 
petando, pues, como bueno el procedimiento de solución pre- 
liminar y general en esta Memoria desenvuelto, habrá que 
modificar ó ampliar aquella regla complementaria de aproxi- 
mación indefinida, para que, con plena seguridad de acierto, 
pueda también aplicarse en los casos excepcionales que se 
acaban de indicar. La modificación estriba en las relaciones 
existentes entre una función algebraica, racional y entera, y 
las derivadas suyas de diversos órdenes, que vamos á exponer 
ahora. 

§. 30. 

Digresión importanle, necesaria para salvar la dificultad pro- 
puesta en el párrafo precedente. 



Sea la función 



(70) f{x)=:{x + a){x + b){x + c){x^d) 



Diferenciándola una sola vez, ó pasando de la función pro- 
puesta á su primera derivada, obtendremos este resultado: (71) 

^^={x+b){x+c){x+d)...'\'{x-\'a){X'\'C){x-\'d)...+ 



dx 

{x-^-a x+b ¿r+c x+d ] 
La segunda diferenciación producirla este otro: (72) 



loO 

J_ ÍIL- 

{x-¡rc) (a;+í/)...-f (a+6) (a;+d).-.+ (j;+a) (ar+íO-.-H- 
(«+<!) (a; 4-c)...+ (a;+a)(a?-H6)...+(a;+é) (¡r+c).. .+...--= 

[{x-\ra) {x-\-b) {x-\-a) {x-\-c) ) ' 

ó representando, en general, por e„ la expresión 
t 1 1 



compuesta de una suma de fracciones, cuyo numerador común 
sea la unidad, y cuyos denominadores comprendan los diver- 
sos productos que pueden formarse combinando, sin repeti- 
ción, de m en m, los n binomios ¿r-l-a, íc+¿» ^ + í?» 

los resuliados de las diferenciaciones consecutivas de la ecua- 
ción (70) serán los que á renglón seguido se insertan: 

ax 



(73)^ 



t d^f d {^,Xf{x)) 

— = e., X/(«) 



1.2.3 dx" idx 



Para demostrar la certidumbre de la ley á que en su for- 
mación obedecen claramente estas expresiones analilicas, su- 
pongamos que se verifique ó sea verdadera en los primeros 
casos particulares, hasta el m inclusive; y veamos si también 
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se verilicará íorzosamenle cnlóoccs eu el caso ó supuesto íu- 
mecliato posterior. 

Por hipótesis, pues, consideraremos como ya demoslrailo 
que 

^^ ^ 1.2.3 m'dx^~ • m.dx '-^^^1^'^^' 

En el segundo miembro de esta igualdad liguran tantos 
términos distintos como combinaciones diversas, sin repeti- 
ción, pueden formarse de w — m en n — m, ó de m en tw, con 
los n elementos x -{• a, ¿p + 6, x-\' c, : ó 

n{n — \) (n — 2). .. . (w — w + 1) 
1.2.3 m 

términos, con n — m elementos ó factores binomios cada 
uno. Y como, al diferenciarla, cada uno de estos términos 
producirá tantos otros distintos como factores ahora le com- 
ponen, ó n — m, en el segundo miembro de la siguiente 
igualdad, consecuencia inmediata de la (74). 

' ^ 1.2.3...m*d^^™-^* dx 

existirán por de pronto, ó prescindiendo de las reducciones que 
puedan luego verificarse, n — m veces más términos que en 
el segundo de donde procede, ó 

y?(n — 1) (n — 2) [n — m + 1) (n — w) 

1.2 m 

en totalidad, compuesto cada uno de n —^ m— 1 factores bi- 
nomios.— -Las reducciones de términos provendrán de existir 
entre los n — w, que cada uno de los comprendidos en la 
expresión s^x/'ía?) produce por derivación, alguno ó varios 
iguales á los que, por derivación ó diferenciación asimismo, 
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se desprenden de los demás en aquella expresión prituiliva 
contenidos. 

En esla olra expresión análoga: Sm-fi X/Í^r), los térmi- 
nos, compuestos también de n — m — 1 factores binomios, 

. , . n(n-1)(n— 2) (n-m) . 

ascienden a r— r — —r • o son, por de- 

1.2 m(m + l) ' 

finicion ó hipótesis, tantos como combinaciones distintas pue- 
den formarse con los n factores de f{x), tomados de « — m—\ 
en n-y-m — 1 , ó de w + 1 en m + 1 . Y como si conside- 
ramos aparte uno de estos términos, y le multiplicamos por 
cualquiera de los binomios en él deficientes, obtendremos por 
precisión alguno de los comprendidos en la expresión simbó- 
lica SraX/Ca?), resulta, recíprocamente, que ni uno solo de 
los com|)rendidos en em-i-i X/'(¿2?) dejará de figurar también 

entre los de . Pero esla última expresión, que 

dx 

no contiene término alguno distinto de los comprendidos en 
la anterior, contiene, sin embargo, en totalidad m-^-í veces 
más términos: luego cada uno de estos términos se hallará 
repetido las mismas m -|- 1 veces. De donde se deduce, con- 
forme queríamos demostrar, que: (76) 

d(^mXf{x)] 1 d^^'f 

La ley de formación á que las expresiones (73) obedecen, 
directamente comprobada en los primeros casos particulares, 
es, según eslo> general y aplicable sin vacilación en todos. 



§. 31. 

Análisis del problema cuando son dos, tres ó más las raices 
iguales ó casi iguales que la ecuación propuesta contiene. 



(a) — Previos estos preliminares indispensables, suponga- 
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mos ahora aproximadamenle conocido uno de los valores 
de a?, (íTo = — flo' por ejemplo), que salisfacen á la ecuación 

'f{x) = [x^a) (.2J + 6) (j; + c) =0. 

Si, en lugar de x, ponemos en esla ecuación x^ + A^tó, 
nos resultará esla olra; (77) 

■ 

^^"■^dx, "^rfV l.S^rfV 1.2.3 + - 

A*o)x{l + e„, A a;„ + e„, A íc„' + e„. A «„' + } = 0. 

Los valores de £« se deducen de los de e, en el párrafo 
anterior definidos, por la simple suslitucion de la letra x por 
«o, ó por — Oo. Concluyese, pues, que: (78) 

£01 = hj 1 f- 



. 1 , 1 . 

(«— Oo) [b—a^) {a—Oo) {c—a^,) 



1 1 

+ +77— 77— T + 



[a—Qo) (d—ao) * * (6— Oo) {c—ao) 



Si Qq es un número que difiere poquísimo de a é incom- 
parablemente más de b^Cyd, ; ó, en otros términos: si 

— ÜQ es valor aproximado de una sola de las raices de la 
ecuación propuesta, las 'fracciones componentes de So. en cu- 
yos denominadores figure el factor a— ao, serán incompara- 
blemente mayores que todas las demás; y, por lo tanto, los 
valores de las diferentes So quedarán, aproximadamenle Idm- 
bien, reducidos á éstos en el presente caso: 
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1 M N 

Expresiones abreviadas las úUimas, eD las cuales las letras 

M, Nf representan cantidades finitas, ó sumas de frac- 

1 

ciones, de denominador finito, combinadas con la en 

a— ao 

el sistema (78). 

Sustituyendo en el último miembro de la ecuación (77) 
por las So estos valores aproximados á la verdad, y tanto 
más aproximados cuanto menor sea la diferencia a — do* de- 
dúcese la siguiente: 

(79) 1 +eoj.A¿Po + eoi-^¿Po* +So5.^ V + • ••• = 

^^±^ + !í:^j^^L^ = 0. 

a — Gq a — Oo a — «o 

Pero siendo, por hipótesis, ^Xo y a — a^ cantidades am- 
bas muy pequefias, aunque del mismo orden de magnitud, la 

fracción — - representará una cantidad finita; y, compara- 

das con ella, serán cantidades muy pequeñas á su vez, y de 
valor insignificante ó despreciable unas con respecto á otras, 
todas las demás fracciones que le siguen y acompañan. Lue- 
go, en el supuesto de que — ao sea valor aproximado de una 
sola raiz de la ecuación primitiva, concluyese de la (,79) que 

df 



W— «o / W 

De donde se desprende que 



(80) A á?o = «ü — « =^ 



r (^«) 



conforme en un todo con la regla de aproximación, incontro- 
vertible sólo en este caso, prescrita como general por Newlon. 
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(¿)— Pues si, por el conlrario, —do es valor aproximado 
de dos raices, ó si a y ¿, en vez de discrepar sensiblemente» 
difieren poquísimo una de olra, vamos á ver que la preceden- 
te conclusión no puede admitirse como cierta. Entonces, en 
efecto. (81) 

1.1. 



^ül 


a— 


-fl„ ' b- 


-«0 


•Y ler 


mino 


is uespn 


eciauíes; 


^ 




1 




+ ¡d. 


id.; 






'^02 


(«- 


-0.) {b- 


-flo) 








M 




e„« = 




N 




^03 


(a- 


-ao) (*- 


-««)' 


'(«- 


-0.) (6- 


-Oo) 



Con lo cual la ecuación (77) se transformará en la que 
sigue: 

(82) l+eoi.^^o + So,.Aá;,^+e,3. AíCo'+ = 



^ + ^ ^« i a-a, + b-a] + (a-a,) {b-a,) "^ 

("«— flo) C'— «o) (a— «oH^— o 

Como cantidades finitas pueden considerarse en esta ecua- 

cion las fracciones , , y ttt :; puesto 

a— a, b—a, {a—a^{b—a,) 

que numerador y denominador son del mismo orden de mag- 
nitud absoluta. Pero las fracciones siguientes, cuyos numera- 
dores, por la introducción sucesiva del factor muy peque- 
fio A 0^0, disminuyen cada vez más rápidamente, deberán ó 
podrán tildarse como insignificantes, en parangón con las pri- 
meras. Luego, en el nuevo supuesto que ahora examinamos, 
de ser a, valor común aproximado de a y de 6, nos re- 
sultará que 
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\a— «o 6— Oo/ (fl— «o) (*—*<>) 

Resolviendo esta última ecuación, se obtendrán para ^Xg 
dos valores: reales y desiguales, si a y b son reales y su dis- 
crepaDcia de valor comienza en este punió; reales, pero igua- 
les, si a y b son absolulamenle iguales, ó sí la primera apro- 
ximacion no basla para poner en claro lodavia su pequeña di- 
vergencia; é imaginarios ambos, si a y ¿ son raices de esta 
especie. 

(c) — En el último de estos tres supuestos, ó cuando el va- 
lor real, üq, sea valor aproximado de dos imaginarias, a 
y b, estas raices, completadas por la resolución de la ecua- 
ción (83), serán de la forma a + p^/ — 1, una, y de la con- 
jugada, a — p^ — 1, la otra. Con la particularidad notable 
deque ^ representará entonces una cantidad real muy pe- 
queña, ó del mismo orden de magnitud que a — a^. En efec- 
to: la ecuación (83) exige que el denominador de e^. sea del 
mismo orden que a — Oo, oque AáPo; y como 



^01 



1,1 2 

+ 



a+Pv/— 1— «o « — Pv/— 1 — «o (a_a,) + -^ 



a—üo 



si p no es cantidad muy pequeña, e^^ lo será; y ^^,^X^Xo* 
que hemos considerado como cantidad finita, podría muy bien 
ser insignificante ó despreciable. 

(d) — El caso general, ó aquel en que la ecuación propues- 
ta tenga m raíces iguales ó casi iguales, cuyo valor común 
aproximado sea — a^, no necesita, después de cuanto lleva- 
mos expuesto y discutido, explanarse muy detenidamente. En 
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vez de la ecuación (83) , que puede escribirse de este otro 
modo 

f{x)+^XoXf'{x,)+ ^xr(^o) = 0, 

y que es aplicable al caso de dos raices iguales ó muy poco 
diferentes, oblendriamos la que sigue, cuando las raices de 
esta especie fuesen tres: 

Y, cuando fuesen m, esta otra: (Si) 

i ,J»»o fn 

Los m valores de A¿Po, que de esla ecuación se deduje- 
ren, serían las correcciones que al valor común aproximado, 
— «o» deberíamos aplicar para deducir las m raices, casi 
iguales, de la ecuación propuesta. Y es claro que, según la 
divergencia más ó menos perceptible de estas m raices, asi 
los m valores de A¿Po serán más ó mén(Ts divergentes unos 
de oíros, y, en consecuencia, menos ó más difíciles de encon- 
trar. Pero imposibilidad teórica de hallarlos no existe; y las 
dincultades prácticas ni invalidan el procedimiento de inves- 
tigación, ni, menos, le acreditan de erróneo. Son dificultades 
insuperables, como inherentes al problema, y comunes á to- 
dos los métodos propuestos ó que pudieran en adelante pro- 
ponerse para su resolución. 

(é?)— Para llegar á las conclusiones precedentes hemos, en 
general, supuesto que el valor — a^ lo era aproximado de dos 
ó más raices reales, casi iguales: supongamos ahora que se 
trata de raices imaginarias , muy poco diferentes, y veremos 
que las consecuencias ni en la apariencia casi discrepan de 
las ya deducidas. Rigurosamente pensando, y en atención á la 
Índole del razonamiento que precede, no habría necesidad de 
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modificar ó ampliar en esle segundo concepto la invesligacion, 
ya en el primero verificada. Mas nada se perderá, sin embar- 
go, por insistir un poco más sobre esta tan interesante materia. 

Representemos, pues, por ao+Po\/ — 1 un valor apro- 
ximado, comuna las dosexpresionesa-fPy/—l y a'+p\/ — 1; 
ó supongamos que la ecuación propuesla contiene dos pares 

de raices imaginarias, — a=T=P\/ — 1 y — a:+:|3y— 1, muy 
poco divergentes una de otra. Si Po ^s cantidad muy peque- 
ña, el valor real de ¿Co. ¡gual á — a^ sería el valor aproxi- 
mado que debería servirnos para hallar los de A^^; y el caso 
coincidiría con el ya anteriormente (c) examinado. A las su- 
posiciones preliminares debemos agregar la de que ^o» )\ 
por lo tanto, P y ¡^', sean cantidades finitas, y de ningún 
modo despreciables ó evanescentes. 
Si en la expresión 

.., = -!- + -!_ + -l-+-L+ 



en vez de Q,b,c, d, ... ponemos a+Py/ — 1, a'-f py— 1, 
a — p sf — 1 » *' — P' \/— 1 .... ; y por ÜQ el valor imaginario 
aproximado a^ + Pon/~1» nos resultará esta otra: 



... = '- =+ ! =.+ 



'01 



+ ' ^+ 



Por hipótesis se sabe, ó debe admitirse como cierto, que 
a — ao, a'— a,,, P— Po y P'— Po son cantidades muy pequeñas; 
pero no P-HPo» ni p'+Po» ni las demás cantidades análogas 
que figurarían en la composición de los denominadores, su- 
cesivos á ios expresos en la fórmula anterior. 

El valor ó los valores buscados de A x^ han de ser tam- 
bién de la forma común i/+^V\/ — 1: en la cual M\N 
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representan, en lérn^inos generales, cantidades reales muy pe 
quenas. Por lo lanío, el primer término de la expresión sim- 
bólica Soi X^Xo será igual á 

3Í+Ny/~Í 



(«-«o) + (P-Wv/-i 



(«-««r + íP-W 

designando por M^ y Ni sumas de producios de dos canti- 
dades reales muy pequeñas: ó cantidades, en general también, 
del mismo orden de magnitud absoluta que (a — a^,)* y (p — p^,)'. 
Luego aquel primer término de ¿oi X^^o podrá represeníarsc 

por i/j + ^iv/ — 1» si M^ y N^ designan los resultados de 
dividir unas por otras cantidades en magnitud comparables, ó 
cocientes finitos. 

Y lo dicho á propósito del primer término puede repetirse 
sin variante cuando se trate del segundo. 

Pasemos al tercero; que será de 1# forma 



M+Ns/-Í 



(a-a,)-(p+p,)v/-l 

{ Jf+JVv/=l }x{ (g-ao) + (P+Po) v/~l } ^ 

{ #(a-aJ^JV(p+p,) } + { A^(a-aJ4- J/(p+p^ }^— \ 

(a-a,)* + (p + pj« 

En el numerador de la última fracción adviértese que las 
cantidades M{aL — a^) y ^(a— aj, — productos de dos facto- 
res muy pequeños,— se hallan parangonadas, y combinadas 
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por adición, con las iVlP + Po) y ü/(P+po). procedenles de 
la multiplicación de los factores, muy reducidos, N ^ M 
por p + po» que se supone finito, ó de un orden de magnitud 
muy superior. Y una cosa parecida se observa también en el 
denominador del mismo quebrado, compuesto de dos solos 
términos: evanescente, el primero; y el segundo finito y de 
valor relativo muy considerable. Luego, aproximadamente, y 
tanto más cuanto menos discrepen a y a^, los cuales, por 
la Índole propia del problema, propenden á confundirse uno 
con otro, aquel tercer término de Soi X A x^, que ahora en 
particular consideramos, se reducirá á 



— f^ + Ms/—\ 

P + Po 



que sobre el primero, antes representado por' M^ + N^ y/ — 1, 
ejercerá influencia muy poco notable. 

Y como lo propio que del tercero cabe decir del cuarto, y 
de todos los demás conseculivos, resulta, en conclusión, que 
en la expresión £01 X ^íPq sólo serán términos eficaces, y que 
merezcan llevarse en cuenta, los dos primeros. 

Pues por consideraciones análogas, é igualmente sencillas, 
infiérese asimismo que en la expresión ^o^X^Xq' sólo el pri- 
mer término es compar^ible en magnitud con los dos prime- 
ros en la precedente conservados; y que, en colejo con estos 
tres términos, ninguno de los comprendidos en las expresio- 
nes análogas, z^.x^Xq^, ^04X^X0*, , merece respe- 
tarse. 

Concuerdan, pues, estas premisas con las establecidas poco 
há (6). como si sólo de la existencia de dos raices realesy 
casi iguales, se tralara; y, por lo tanto, la consecuencia en- 
tonces deducida debe considerarse como general ó aplicable 
á lodos los casos. Cuando se conozca, según esto, un valor 

aproximado de x, de la forma x^ = — a^ — PoV^—1» Q"^ 
corresponda á dos raices imaginarias de la ecuación propues- 
ta, casi iguales, la separación de estas raices, ó el cálculo de 
las correcciones de a?o, podrá verificarse construyendo y re- 
solviendo la misma ecuación auxiliar (83). 
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Pero es de adverlír ó recordar que, si la ecuación primi- 
tiva contiene dos raices imaginarias, casi iguales, de la forma 

— a— p^ — 1, también contendrá otras dos de la — a+^\/ — 1; 
y, en consecuencia, sustituyendo en la (83), por Xo, el valor 

aproximado — «o + Poi/ — 1. obtendríamos luego estas rai- 
ces. Y si ambas sustituciones se verificasen en la ecuación 
auxiliar citada sucesivamente, y uno por otio multiplicáse- 
mos los resultados asi obtenidos, formariase una ecuación final 
de cuarto grado, cuyas raices serian los cuatro valores bus- 
cados de AaTo, iguales todavía ó ya diferentes, según la coin- 
cidencia ó divergencia de las cuatro raices de la ecuación 
propuesta, cuyo primer valor aproximado designa la expresión 

— aj,=p¡3„^— 1, que nos sirve de punto de partida. 

El caso en que Ja ecuación contuviese tres raices imagi- 
narias casi iguales, ó tres pares de raices conjugadas, repre- 

sentadas aproximadamente por — ao=HFPoV^ — 1. se resolve- 
ría de un modo análogo; ó dependería de la resolución de dos 
ecuaciones de tercer grado, ó de una sola de sexto, formadas 
por la misma ley y procedimiento que las de segundo y cuar- 
to grados en el precedente. Y el caso general, después de 
cuanto en este párrafo llevamos referido, tampoco presenta- 
ría dificultad alguna teórica niieva. 

§. 32. 

Extemion del método de Newton al problema en este capitulo 

considerado. 



(a)— La ecuación auxiliar (84) puede escribirse en esta 
otra forma, ya considerada anteriormente y más útil en la 
práctica: 

/■(«.)+ir./''Wx(^) + is.V"('.ix(^)'+ . 
nb'-V-(..)x(^)'+..., = o. 

11 
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Ó en la adjunta, análoga también á otras anteriores, (8S) 

M+ [woJoT X(Alog a:o)+ T[«('»-l)«o1X(Alog«o)H 
^ [« (n-1 ) (n-í) a?o"] X (A log ^o)'+ = 0, 

si representamos simbólicamente las funciones ó expresiones 
algebraicas 

f{x,). ÍXfof'iXo), XoTM^ ^oV'W» P^^"" 

[^o"]. [«^o"], [n(n-l)a?o"]. [n(n-l)(n-2)a?o"] 

que» á contar de la primera, de significación bien clara» se 
desprenden unas de otras como sigue. 

La [náFo°], mulliplicando sucesiva y respectivamente los 

términos de la [x^''] por n, n — 1, n — 2, El último de 

aquellos términos, mulliplicado por n— w, dará cero de pro- 
ducto, y desaparecerá de la nueva expresión que se trata de 
obtener. 

La [w(n— l)a?o°] mulliplicando de análogo modo los tér- 
minos de la [náPoT por n— 1, n— 2, w— 3, hasta por 

fi — n. 

T de ésla la que sigue, y así todas las demás consecuti- 
vas, por multiplicaciones de los términos de la que última- 
mente se hubiere formado, sucesivamente por los números 

n — 2, n— 3, , ó n— 3, n— 4 etc., etc., siempre 

hasta el n—'n. 

La incógnita de la ecuación (85) es Alegro* si se trata 
de logaritmos neperianos; 6 Mxl^logXo, si los logaritmos 
son los vulgares ó de Briggs. El módulo M, en este caso, vale 
0.1312945; cuyo logaritmo, vulgar también, es igual á 

1,6377843. 

(¿) — Ninguna otra advertencia importante hay que agregar 
á lo dicho cuando de la separación de raices reales, casi igua- 
les, exclusivamente se trata; mas, cuando versa el problema 
sobre la distinción de dos ó más raices imaginarias, el asunto 
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puede presentarse bajo nueva faz, digua de consideración y 
esludio. 



El valor aproximado común de eslas raices, — «o— Pov^ — 1. 
puede, en efecto, designarse de este otro modo: — ^o (eos ^o + 

v^— 1 sen <fo); y si en la ecuación auxiliar (85) ponemos por 
Xq esta expresión, nos resultará la que sigue: (86) 



I /> eos j? + p eos ^ . (^) + V. P' eos f . (^^y + 



VBP"cosr.(^y+ 1+ 



/ A A 9 

j P sen 0+ p sen f (-^) + V. p' sen f . (-^) + 

7, p" sen -I-", (^"y + jxv/-r=0; 

en la cual, por g^ y «f,, por i» y O, p y ^, p' y <l/' 

deberán susliluirse los valores de eslas cantidades que de las 
relaciones adjuntas se deduzcan: (87) 

«o = í'o eos ?o 
t(— ^o)" eos n ?o] = P eos Q 
[« (— 5'o)" eos n ?o] = ? tsos «^ 
[n(n— 1)(— 5'o)"eosn<po] = p' cosf /• Y 
[n (n-1) (n-2) {-gj' eos n <p„] = p" eos <}.' 



ir 



• • 
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[(— á'o)" sen n <p„] = P sen Q 
[« (— fl-o)" sen n »,] = p sen A 
[n (n— 1) (— ^«)" sen « ?o] = p' sen «j* 
[n (n-1) («-2) (-^J- sen n «>„) = p" sen f 



» >• 



Y si, en vez de a?o» hubiésemos puesto el valor — ^t^^-fp^,^— 1, 

igual á — ffo(coscpo — v/— í sen cpo), la ecuación resultante 
sólo se hubiera diferenciado de la (86) por el signo de todos 

los términos multiplicados por el radical imaginario v^ — 1. 
Ambas ecuaciones se funden en una sola, cuyas raices serán 
las correcciones que deben aplicarse á las dos conjugadas 

— oL^zfi^Qy/ — 1, conforme á lo advertido al final del párrafo 
anterior, elevando al cuadrado la (86), después de pasar á su 
segundo miembro los términos afectados del expresado radical 
imaginario. El resultado de esta sencilla operación, ó la ecua- 
ción final que buscamos es la siguiente: 

/>cosO+pcos^^) + V.p'cosf.(^") +...1 + 

í/>sen(?+psenA.(^')+V.p'senf .(^)V. .| =0. 

(c) — Prescindamos con esto del caso más complicado y ge- 
neral que en el asunto puede presentarse, y limitémonos al 
examen minucioso de los dos particulares más sencillos. 

Si, por de pronto suponemos que el valor de x^, igual á 

— oL^ — p„ ^—1 , lo es aproximado de una sola raiz de la ecuar 
cion propuesta, — a — ^\/—^, la corrección, A/r^, de estje 



165 

valor se desprenderá de la ecuación auxiliar siguiente, á que 
se reduce entonces la (86): 

P (eos Q + v^^ sen Q) + p (co8«{« + v/^ sen <|/) — =0. 



<Po 



De la cual se deduce que 

Aa;„ 



'J^ = -L [eos {Q-^) + v/-l sen ((3-<|») ¡ 



Pero también, por dcGnicion casi, 



^. ^ («-«o) + (P-PJ \/- l ^ 
^« . ««+PoV/-l 

(ff eos cp — ffo eos cp J + (g sen y — ffp sen cpj ^~\ 

á'oícosípo + v/— IsencpJ 

O, multiplicando numerador y denominador del último 

quebrado por eos fo — \/— 1 sen <Po . Y verificando luego al- 
gunas reducciones sencillísimas, 

• » 

— = — 1 + -^ eos (cp— cp,) + v/^ . -^ sen '(?— ?o). 
^0 9o 9o 

Y de la comparación de ambos valores de Á x^ se des- 
prenden estas nuevas relaciones: 

a P 

■^— eos (?— fo) = 1 eos {Q—^), y 

^0 P 

(88) , 

— sen (í— ?o) = — -^ sen (O-J')- 

yo p 

Adviértase ahora que cp y g son los limites hacia los 
cuales indefinidamente se aproximan cp^, y g^; ó que <p — «Po» 
igual á A(po, debe ser cantidad muy pequeña; y discrepar 



■ r 
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también muy poco de la uoidad la relación — . equivalente á 

1 -|-<>>> si (>> designa otra cantidad del orden de magnitud que 
A (p,. Por lo tanto, el primer miembro de la primera ecua- 
ción (88), 



9o 



co8(t-?.) = ^!l-T(Aí,r+...¡, 



podrá muy aproximadamente considerarse reducido á la sim- 
ple relación — . Y el primero de la segunda 

9o 



9o 



sen((f-?o) = (l+co)JAcp,--i.(A7,)»+...j, 



como igual á (1 +^) ^^o» ó simplemente á Acp^. 

Con lo cual á las mencionadas relaciones (88) reemplaza- 
rán las siguientes, ya consignadas en el §. 1i, y deducidas 
entonces por procedimiento algo distinto y menos general: (89) 

P^^ ,^ .X . />sen(0— ^) 

^logío= oos{Q—^); y ^To= — " ^^^^n * 



Pues supongamos ahora que — «,, — p„v^ — 1 sea valor 

aproximado dedoí raices imaginarias, casi ¡guales, —a — Py/— 1 

y — a'— p' v/ — 1, de la ecuación propuesta. 

La corrección ^Xq, que deberá tener dos distintos valo- 
res, si las raices no son absolutamente iguales, se calculará 
resolviendo la ecuación auxiliar siguiente, en que se convier- 
te en este caso la general (86): 

P (eos Q + v/^ sen Q) + p (cos^ + v/^ sen ^)-^ + 
-^ p' (eos f + s~i sen f ) (^y = 0. 



Wl 

De la cual, iDroediatamenle. se deduce esla otra: 

(^y + 2 -L I eos (.^-1') + v/=rseD (^-f ) ] ( ^) + 



P 



r (eos (0-f ) + v^-1 sen (O--!-')! = 0. 



Y de ésla la que sigue: (90) 
^ = - 4- icos {'S/-'^') + v'^sen (<t-f ) ¡ 



— (eos Y + v/— 1 sen y) . 

P 

si suponemos que 8 y y proceden de la resolución de las 
dos siguientes ecuaciones: 

í S* eos 2 Y = P* eos 2 (<!'-'}'') - 2 /> p' eos (0-4''). Y 
(91') I 
■ 1 8' sen 2 Y = P' sen 2 («p-f) - 2 /> p' sen (Q-f) 

Pero, en lérminos generales, y como por definición, con- 
forme poco ánles se verificó, también puede escribirse, re- 
presentando por / y Z dos nuevas indeterminadas, que 

A^ _ {gcosf — go eos %) -\- v/^(.</ sen y — g, sen y,) _ 
i»o gf„(cos<f„-l-v/-lsen(fo) 



/ (eos L -H V-í mrL) ^ ± cos(¿_^j^.^_i sen(I-y.) 
áro(coscpo + \/-1sen<f„) ^» ' 

Y de la comparación de estos dos valores ó expresiones de 

^ Xg nos resulta luego que 
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/ p S 

— eos (Z--í>o) = — — eos (^— i^') ± — eos Y, y 
.9o P P 

(92) . 

/ p 8 

— seD(¿—Yo) = -- "T sen (^— <!/') db — ^ sen y 
9o P P 

Entre las cantidades g, 9o y L y ?» ?o y ¿^ existen es- 
las relaciones necesarias y evidentes: 

í C05 cf == g^ eos cp„ + / eos A, y 
(jf sen cp = g^ sen cpo + ^ sen ¿. 

Üe las cuales, con suma sencillez se desprenden estas 
otras: 

g I 

-^ eos (?— ?o) = 1 H eos (A— fo) . y 

. 9o 9o 

(93). 

— sen(y--(po) = — sen(Z— (po). 
9o 9o 

Y, finalmente. las que siguen por la combinación de los 
sistemas (92) y (93) uno con otro: 

í -^ eos (tp— tpo) = 1 r eos ('}'— f ) it -r eos Y, y 

f — sen (f — ?o) — — -^sen (^— ^') ± — sen y. 
^ 9o P P 

Expresiones las últimas que pueden simplificarse, con solo 
advertir que en la primera por eos (?— <fo) es lícito poner ó 
sustituir la unidad; y la unidad también en la segunda por 

— . Restableciendo el módulo M, para pasar de los loga- 
9o 

ritmos neperianos á los vulgares, nos resulla, en efecto, en- 
tonces que 
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1 p S 

X ¿^ log flío = — -T eos (<I'~f ) ± —r eos y. y 



. ■-- p' "-- -- p 

(95) . 

P 8 

sen 1" X A «„ = — Í7- sen (<}'— f) ± — r sen v. 

P P 

Con auxilio de estas últimas fórmulas, después de conocer 

el valor de a?, aproximado á la verdad. ¿ro=— a^— poV'— 1= 

" — Azoicos <po+v/—l sen (po), fácil será calcular las correcciones 
de jfo y de <po> y deducir asi olro más digno de confianza lodavia, 
ó los dos valores de x, casi iguales, que ahora se buscan. En 
los segundos miembros de aquellas fórmulas las cantidades que 
figuran son funciones explícitas de los coeficientes de la ecua- 
ción propuesta y del valor x^s aproximado del de x\ y, por lo 
tanto, pueden considerarse como determinadas ó conocidas to- 
das. Nada, pues, se opone al cálculo de las correcciones men • 
clonadas. 



§. 33. 

Aplicación de la doctrina expuesta en los párrafos anteriores á 

la resolución de un ejemplo. 



Conforme hemos practicado en otros casos análogos, pre- 
sentemos también ahora un ejemplo muy sencillo, al cual sea 
aplicable la doctrina en este capitulo comprendida. Otro, algo 
más complicado é interesante, se resolverá y discutirá al final 
del capitulo siguiente, y último de la Memoria. Y bastarán al 
lector este par de ejemplos para saber á qué atenerse en cuan- 
los otros casos análogos pudieren ocurrirle ó presentársele en 
la práctica. 

Sea la ecuación 

(2^) ¿c* + 31 2 o;' + 23337 x' - 14874 x + 2360 = 0. 
Reemplazando los coeficientes por sus logaritmos, y pro-* 
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cediendo en la aplicación de la regla del §. 3, como tantas 
otras veces se ha explicado y procedido, hállanse los resulla- 
dos adjuntos: 

(20) x' + 2.4941546 x^ + 4.3680450 x' — 

4.1724278 x + 3.3729120 = O 

(2») x' + 4.7047509 x^ + 8.7434327 x' + 

8.0456566 x + 6.7458240 = O 

(2*) a?*+ 9.1642474 ¿c^+ 17.4868507 a?* + 

15.7902797 ¿p+ 13.4916480 = 

(2') x'+ 18.1809775 a?' + 34.9737014^* + 

31.2795301 ¿c+ 26.9832960 = 

(2*) x'-^ 36.3248902 a?' + 69.9474028 a?* + 

62.2580331 x + 53.9665920 = O 

(2^) x'+ 72.6480534 ¿r' + 139.8948056 a?* -f 

124.2150484 x + 107.9331840 = O 

(2«) ¿c* + 145.2961033 a?' + 279.7896112 a:* + 

248.1291140 X + 215.8663680 = O 

Que las cuatro raices de la ecuación (2^) son reales se in- 
fiere de la constancia de los signos, positivos en todos los tér- 
minos de todas las transformadas de aquella ecuación. El pro- 
ducto, a by de las dos raices mayores, se halla ya separado 
del c d, de las dos menores, ó, en absolutOi más pequeñas, 
en la transformada (2*); pero la raiz a no se desprende de la 
b hasta la (2*^); y las c y (/ permanecen confundidas hasta una 
transformada de orden muy elevado, y que seria por extremo 
fastidioso, si no insensato de todo punto, empeñarse en de- 
ducir. Obtenida, pues, la (2^), fácil seria descomponer la (2^) 
ó la (2*) en dos trinomios de segundo grado, por el procedi- 
miento expuesto y practicado en el Capitulo IV, y hallar, en 
consecuencia» los valores aproximados de las cuatro raices; 
maS; como ahora se trata de llegar al mismo fin por muy dis- 
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ÜDlo camino, prescindiremos por completo de aquel antiguo 
procedimiento, ya oonoeido del lector. 

De la ecuación (2^) se deduce por de pronto que 

2Mogo = 148.2961033 j 2Mog ai = 279.7896112 
logo= 2.2702516 ¡y log 6 = 2.1014611 
= 186.3166 I 6 = 126.3168 

Y si las raices c y d, que se resisten á la separación, 
Tuesen en realidad iguales, de la misma transformada (2^), 
aproxímadamenle se concluiría también» por lo dicho en el 
§. 27. que 

log.2 (a 6 í?)*' = 248.1291140, ó loga6c = 3.8723138; y 
log. (a66'^f == 215.8663680. ó logaftc' = 3.3729120. 

Y restando del logaritmo de abe el de ab, y del de abc^ 
el de abe, se hallarán esto? dos valores, casi iguales^ del de 
c, y luego de c: 

logc = r,5006011 j (?==d = 0.316666^ 

T.5005982J ^ 0.316664)" 

Las dos raices c y d parece, pues, que se confunden, ó 
que, limitadas á la sexta cifra decimal, tienen por valor apro- 
ximado común éste: 

a?,, = c = í/ = 0.316665. 

Pero ¿son absolutamente iguales? 

Para decidido hay que formar la ecuación (83) del §. 31, 
y tratar de deducir los valores de Aa?o. En la ecuación (2**). 
en su derivada primera, y en la segunda, dividida por 2, ha- 
brá, pues, que sustituir por Xq el valor común aproximado 
de c y d; y asi se obtendrán los coeficientes de aquella ecua- 
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cion (83), aplicable al caso de que ahora se traía, y. cuya re.- 
solucion, después de formada, no presentará la menor dili- 
cuitad. 

La ecuación á que nos referimos es la siguiente: 

23634.000100333350 A a?,» + 0.008238515673 A x,-^ 

0.0000000022204=0. 

Y los valores de ^x^, que de ella se desprenden, serán 
éstos: 

Aír^iz= + 0.000000178307; y 
— 0.000000526895. 

Por lo tanto, las raices c y (/, positivas ambas, en vez de 
confundirse por completo, valdrán respectivamente lo que 
sigue; y su separación, dificilisima, queda con esto verificada: 

í?= + 0.316665178307; y 
rf= + 0.316664473105. 

Los valores de las a y ¿, negativas, en la acepción co- 
mún algebraica, pueden corregirse por la regla dé Newton; y, 
limitados á la 10.^ cifra decimal, son éstos: 

a = — 186.3166651783; y 
6 = -126.3166644731. 

Las cuatro raices de la ecuación propuesta íson en reali- 
dad las siguientes: 



~63dbv/4009; y -93±s/8708. 

r- 

Pero el procedimiento de resolución, en éste y los prece- 
dentes capítulos explicado, sólo puede suministrarnos valores 
más ó menos aproximados, en forma de fracción decimal in- 
definida, de aqliellas cuatro raices. 
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CAPITULO VIL 

Aplicación de las teorías expuestas en los 
capítulos precedentes á la resolución de varias 

ejemplos. 



§. 34. 

Necesidad ó conveniencia de este capitulo^ complementario de 

los precedentes. 



Aunque en el curso de esla Mbhoria se hayan intercalado 
algunos ejemplos bástanle sencillos, con el doble objeto de 
ilustrar la teoria y demostrar la conveniencia y eficacia del 
nuevo método de resolución de las ecuaciones numéricas, por 
via de recapitulación, y para que pueda prácticamente paran- 
gonarse la importancia y generalidad de este procedimiento 
con las de cualquiera otro de los ya conocidos y vulgares, 
agregaremos á los resueltos y discutidos en las páginas ante- 
riores otros varios, de mayor complicación y trascendencia. 

§. 35. 

Resolución de una ecuación de séptimo grado, con siete raices 
reales, comprendidas entre cero y la unidad. 



Como primero de todos, propongámonos resolver la si- 
guiente ecuación, en una de sus célebres obras analizada y 
resuelta también por el profundo malemálico G. F. Gauss: 
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, 7 ,,63 , 175 ,, 
2 ^13 52 ^ 



175 ,_^ J7_ 1 

143^ 286 ^"^429^ 3432"" 



Reemplazando en ella los coeficientes por sus logaritmos, 
nos resultará esta otra: 



x'- 0.6440680 a?«+ 0.6853971 x^— 

0.5270347 a?*+ 0.0877020 a?'^— 1.3429745 x^+ 

^.21 26407 X — 4.4644527 = 0. 

El uso de las características negativas, tan embarazoso y 
poco conveniente en el cálculo, se evitará transformando la 
ecuación propuesta en otra, cuyas raices sean las de la pri- 
mitiva, multiplicadas por un factor común, k. Y cuando este 
factor pueda escogilarse de manera que el último término de 
la ecuación transformada resulte igual á la unidad, tampoco 
deberá prescindirse de la simplificación en tan sencilla pro- 
piedad basada. En el ejemplo de que ahora se trata, ambos 
resultados apetecidos se obtienen adoptando para multiplica- 
dor común, ks el número determinado por la relación siguien- 
te: k' = 3432; ó log * = 0,5050782. 

Agregando este logaritmo al segundo coeficiente de la 
ecuación anterior, y su duplo, triplo, etc., etc., respectiva- 
mente, á los demás sucesivos, la (ransformacion quedará ve- 
rificada, y obtendremos este nuevo resultado, ó ecuación, que 
deberemos considerar como verdadero punto de partida: 

(2«) ¿r'— 1.0491 462 ¿c^-l- 1.6955635 ¿p«- 

2.0422693¿p*+ 2.1080148 a?'— 1.8683655 a:*+ 

1 .2431 099 a?- 0.0000000 =^ 0. 
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Eü el cálculo de las primeras transformadas de esla ecua- 
ciou, por la regla del (§. 3), conviene emplear logaritmos de 
siete cifras decimales; porque, si solo de cinco, desde un prin- 
cipio, los empleásemos, en el del tercer coeficiente de la (2*), 
nos resultarla que 



loga,* = + 3.39111; 



— logia, a5 = — 3.39245; y 



logia, = + 2.40904. 



Pues bien: cuando, con auxilio de las tablas de Gauss, co- 
nocida la diferencia de dos logaritmos, tratemos de calcular 
el logaritmo de la diferencia de los números á que correspon- 
den, conforme en el (§. 19) se explicó, si la primera diferen- 
cia es, como en el caso actual acontece, de .0.00134, bastará 
una incertidumbre ó error de una simple unidad de quinto 
orden, para que el logaritmo buscado adolezca de otro error 
ó incertidumbre de todo punto inadmisible, hasta de 330 uni- 
dades de la misma especie. Y no solo por este motivo, sino, 
en general, para evitar desde un principio la acumulación de 
errores, transcendentes á los resultados finales, conviene cal- 
cular las primeras transformadas de la ecuación propuesta 
con siete cifras decimales; sin perjuicio, para simplificar y 
ai)reviar las operaciones numéricas, cuando ya un extremado 
rigor no se considere preciso, de trabajar luego con logarit- 
mos de solas cinco. Hasta la presunción muy racional de que 
sean erróneas las dos últimas cifras decimales, tras de unas 
cuantas combinaciones aritméticas con números meramente 
aproximados á la verdad, autoriza y aconseja semejante ma- 
nera de proceder. De la ecuación (2®) se desprenderán, pues, 
por la regla del (§. 3), y en consecuencia de lodo lo dicho, 
las transformadas que siguen: 
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(2*) «'+ 1 .4 1 80048 x'+ 2.3959870 «*+ 

3.0189949x*+3.2738401 x^+ 3.0739348íc*+ 

8.2004S97 X + 0.0000000 =0. 

(i') a;'+ 2.27357250!''+ 4.0410890 «'+ 

5.3386202 «*+ 6.0534451 j;''+5.9093643a;'+ 

4.3578860 x + 0.0000000=0. 

(2») «'+4. 12268 «•+7.61 495]»»+ 

' 10.36176a!*+ 11.96640 «"+11.78333*'+ 

8.71441 «+0.00000=0. 

(2*) «'+7.97094 ««+15. 03773 «»+ 

20.65592«*+ 23,91840 «»+ 23.565o3«'+ 

17.42882 « + 0.00000=0. 

(2») «'+ 15.81746 ««+ 30.04231 «»+ 

41.30800«*+ 47.83679 «'+ 47.13106 «*+ 

34.85764 « + 0.00000=0. 

(2«) «'+31.61214 «•+60.08366**+ 

82.61598«*+95.67358«"+94.26212«''+ 

69.71528 « + 0.00000 =0. 

(i') «'+63.22365««+120.16732«''+ 

165.23196«*+ 191.34716«'+ 188.52424 «•+ 

139.43056 « + 0.00000=0. 

Como ya en otro lugar advertimos; el cálculo de estas di- 
versas ecuaciones transformadas es tanto más breve y sencillo 
cuanto más nos alejamos de la primitiva, ó cuanto mayores 
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van siendo los exponentes de las potencias á que las raices 
de esta misma ecuación resultan elevadas: para penetrarse 
de lo cual basta reparar que los coeficientes de los cuatro úl-* 
timos términos de la (2^) se obtienen por simple duplicación 
de los correspondientes en la anterior; los cinco últimos de 
la (2^) por duplicación de los mismos cinco de la (2^); y los 
seis de la (2^) duplicando también los seis últimos de la 
precedente. Sólo el coeficiente de x^ se deduce en la (2') 
por un procedimiento algo» muy poco, más complicado, de 
los coeficientes de la transformada anterior. Y en la (2'') 
ni siquiera esta simple excepción se adverliria. El trabajo de 
transformación preliminar, necesario para determinar las 
siete raices de la ecuación (2^), con el grado de aproxima- 
ción asequible por medio de las tablas logarítmicas de cinco 
cifras decimales, concluye, pues, en la (2'). Y como ésta y 
las demás transformadas que la preceden no presentan un 
solo cambio de signo, ó tienen positivos todos sus términos, 
resulta que aquellas siete raices son reales todas. Para deter- 
minar sus logaritmos, basta restar de los coeficientes tercero, 

cuarto, , de la (2'), los segundo, tercero, ; y dividir 

el segundo, y las diferencias resultantes, por el exponente, 128, 
de la potencia máxima á que han sido elevadas aquellas raices. 
De los logaritmos de las correspondientes á la ecuación sim- 
bólica, representada por (2^), se deducirán luego los de la 
realmente propuesta, restando de lodos el del número k, igual 
á 0.5050782. En el adjunto cuadro se hallan consignados los 
resultados diversos, obtenidos procediendo de este modo: 



log(ait)'"— 


: 63.22363 


log ak= 


=0.493935 


loga= 


=1.98886 


log (Ai-)'"— 


56.94367 


log bk= 


=0.444872 


log 6= 


=r. 93979 


log (cky^'— 


45.06464 


log ck= 


=0.352067 


logc= 


=r.84699 


hgidky— 


26.11520 


log dk- 


=0.204025 


log</= 


=T. 69895 


log (e¿)'"— 


3.17708 


log ek- 


^.977946 


loge= 


=T. 47287 


log (/*)""- 


: 50.90632 


log fk= 


=1.616456 


log/= 


-1.11138 


log(7A)'" 


140 56944 


lopf/í- 


=2.910099 


log/F 


=2.40562 
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Si para determinar los signos de estas raíces ^negativas co 
la acepción de la palabra raiz, adoptada en esta Memoria, y 
positivas en el sentido vulf^ar del Algebra), ó con objeto de 
calcular sus correcciones por la regla de Newton, sustituyé- 
semos sus valores en la ecuación propuesta, sorprenderianos 
el grado de aproximación ya obtenido. Y eso que el ejemplo 
no tiene nada de sencillo; pues una ecuación de séptimo grado, 
con siete raices reales, comprendidas todas entre O y 1» no es 
fácil de resolver por ningún procedimiento. Ni el artificio de 
multiplicar estas raices por el número k, abrevia tampoco en 
ninguno la multitud de operaciones, indispensables para de- 
terminarlas con la aproximación desde luego obtenida por el 
nuevo método y reiterada, pero muy sencilla» aplicación de la 
regla fundamental del (§. 3). 

Bfectuemos aquella sustitución en un solo caso, — en el 
más desfavorable, por cierto, — y veamos lo que entonces re- 
sulta. Operando con logaritmos de $t>/e cifras decimales, y su- 
poniendo que Xo = bo y log ¿o = í -9397900, obtendremos, 
por de pronto, los resultados adjuntos: 



«o' — +0.3789047 


7a;„' — + 2.6523329 


a.a;." — 1 .5233790 


6a,a;/— 9.1402740 


«,afo'— + 2.4229648 


5 a,ar,» — + 12.1148240 


a,j;„* — -1.9328347 


4«5«o' — — 7.7313388 


a,aj„'— + 0.8073689 


3a,a;„'— + 2.4221067 


«.«,* — ^0.1669377 


ia,Xo* — — 0.3338754 


«eíCo — + 0.0142047 


l«6«o — + 0.0142047 


a, = - 0.0002914 


Oa, ^ 0.0000000 


K"] — + 0- 0000003 


[nír„"]— 0.0020199 



Y por la fórmula (12) del (§. 8) concluiremos en seguida 

V 

que 

A loa a!„=-r^X.W = :r¿r7rX 0.43429 =0.000065 



[na;„"] 



20199 



Pero como este resultado depende principalmente de la 
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única cifra, 3, del numerador, y en esta cifra, procedente de 
multitud de operaciones con números meramente aproxima- 
dos á la verdad, no puede abrigarse plena conflanza, acaso la 
corrección de la raiz ensayada, ¿o» tenga algo de ilusoria. 
Algo tiene, en efecto; aun cuando el valor corregido de log x^ 
ó log 6o se aproxime realmente á la verdad un poco más que 
aquél de donde partimos. Para obtener, sin embargo, la ver- 
dadera corrección que se busca, seria menester operar, ó con 
logaritmos de diez cifras, ó directamente, prescindiendo del 
auxilio de esta especie de tablas. Procediendo asi, fácil, aun- 
que nada breve, seria determinar, partiendo de los valores 
ya conocidos de ao, ¿o» ^o» los de a, b, c, con mu- 
cho mayor número de cifras decimales. Hasta la IG."" cifra 
prolongó Gauss la aproximación; y, comparando los resulta- 
dos finales por él obtenidos, con los poco há determinados, 
concluyese que los cuatro primeros logaritmos de Qq, b^, Cq y 
rfo» adolecen, por defecto, de los errores respectivos de 5, 11 , 8 
y 2 unidades del quinto orden decimal únicamente; y de er- 
rores inferiores á una simple unidad del mismo orden los de 
«o» /o y 9q^ y si estas tan mínimas discrepancias de la verdad, 
obtenidas en el primer ensayo de la determinación simultánea 
de las siete raices, son apreciables todavía, atribuyase á la 
contrariedad eventual, ya poco antes también indicada: á la 
pequeña diferencia de los logaritmos de a^^ y 2 a, a^, corres- 
pondientes á la ecuación (2"), que influye muy desfavorable- 
mente en la determinación del logaritmo de la diferencia de 
ambos números, ó del tercer coeficiente de la transforma- 
da (2*). 

§. 36. 

Resolución de otra ecuación, también de séptimo grado, con tres 

raices reales y cuatro imaginarias. 



Como segundo ejemplo tomemos la ecuación de grado su- 
perior, propuesta por Fourier en la página 111 de su Trata- 
do de la Resolución de las Ecuaciones Numéricas: 
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Sus dos primeras transformadas, directameote obleDtdas 
por la regla del (§. 3) son éstas: 

(2') x'-\-lx'—Íx' — Íx* + 

29íc'— 14 a;' — 23íc + 36 = 0; y 
(2*) ar'+ 20»»+ 78«'+ 54a;*+ 

889 «'+ 1386 x*+ 1537 íT-l- 1286 = 0. 

Reemplazando los coeficientes de la última ecuación por 
sus logaritmos, y continuando la misma serie de transforma- 
ciones, obtiénense sucesivamente estos otros resultados: 

(2*) «'-f 1.30103 «"+1.89209 a?'+ 

1.73239 «*+ 2.77012 a:'+ 3.14176 «•+ 

3.18667» + 3.11261=0. 

(2') ¡t'+ 2.38739 «"+3.70774 «»— 

4.56350 «*+ 5.58565 «'+ 5.39859 ¿c'— 

6.08996 a? + 6.22522=0. 

(2*) íp'+ 4.69313 íc"+ 7.64995 x'— 

9.39198 a;*+ 1 1 .18557 x'+ 1 1 .94810 a;^+ 

11.82750 a; +12.45044=0. 

(2') «'+9.37002 «"+15.34998 a;*— 

18.87658 «*+ 22.44623 a;'+ 23.75387 «*— 

24.65849 x + 24.90088 =0. 

(2") «'+ 18.73971 a?"+ 30.70300 «'— 

37.83535 x*+ 44.8971 8 «'+ 47.76037 «'+ 

49.06889 a; +49.80176=0. 

(2^) «'+37.47942 «"+ 61.40601a;»- 

75.51594«*+ 89.79441 «'+ 95.49582«»+ 

97.80854 « + 99.60352 =0. 

(2*) «'+ 74.95884 «"+122.81202 «'— 

151.32153 «'+ 179.58882 «'+ 190.99129 «'+ 

195.211 32 « +199.20704 =0. 
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El cálculo de transformación concluye eo esle punto; pues, 
para deducir de la ecuación (2^) la (2^), bastaría duplicar los 
coeficientes de la primera, prescindiendo de los de x^ y x, 
completamente indeterminados, ó variables en magnitud y 
signo: indeterminación de coeficientes que nos revela la 
existencia en la ecuación propuesta de dos pares de raices 
imaginarias conjugadas.. Los logaritmos de las tres raices rea- 
les y de loí^ dos módulos de las cuatro imaginarias se obten- 
drán restando unos de otros los coeficientes logarítmicos de- 
terminados de la transformada final (2^), y dividiendo las dife- 
rencias por el exponente común, 256, de las potencias á que 
las raices han sido elevadas, conforme á continuación se in- 
dica: 

Coeficientes comparados de 

log a"^ = 74.95884 loga = 0.292808 

log b*'' = 47.85318 log b = 0.186927 

Resultado indeterminado. 

log g''' = 56.77680 log g' = 0.221788 

log c*'' = 11. 40247 logc =0.044541 

Resultado indeterminado. 

\ogg,'''= 8.21575 log y^^^ 0.032093 

Los tres valores de las raices reales, a, b y c, pueden cor- 
regirse por sustitución de los números encontrados en la 
ecuación propuesta y regla de aproximación de Newton. Li- 
mitémonos á consignar los resultados que se obtendrían ope- 
rando con el primero. 

Suponiendo que x^ = ao, y log ao = 0.^292808, se deduce 
sin dificultad que 

_^^^=_ 112.112997 -7 a;o^=— 784.790979 

— ^^Xo'=+ 58.219704 -5 a* ^,^== + 291.098520 

— oi,x,'=+ 22.674894 — 3a,¿p/=+ 68.024682 
j^oL,x,'=+ 15.405508 -2a,¿Co*=+ 30.811016 
~a,a?o=+ 9.812460 -\ol,x, = + 9.812460 

+ a, = + 6.000000 ~0.a, = -t- 0.000000 

[ (-¿cj« ] = - 0.000431 [n (-^o)"]= - 385.044301 



«' 


y íc* 


x' 


y «' 


«' 


y X* 


«» 


y j;' 


X* 


y X* 


X* 


y 05' 


x' 


ya;» 
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De donde, por la fórmnla (12), se concluye que 

A loga?., = -0.0000005; 
y, por lo (an(o, 

logap = 0.2928076; y ar= - o = - 1.962Í901 

Y, de análogo modo, los valores de x, correspondientes 
á las raices 6 y c, resultarían respectivamente iguales á 

1. 5378905 V 1.1080166 

Los signos de las tres raices reales se determinan sin difl- 
ciiKad por la sustitución de los valores encontrados en la 
ecuación propuesta. Si, por ejemplo, se trata del valor a^, y 
¿sle se pone en aquella ecuación en lugar de x, con el signo 
positivo, en vez de resultarnos para [x^^] un valor muy pe- 
queño, como debe siempre suceder cuando por ¿r sustituya- 
mos un valor suyo, muy aproximado á la verdad, nos resul- 
tará cualquier despropósito. Que íCq = — 1.96249 representa 
aproximadamente uno de los valores buscados nos lo acredita 
la expresión [íPo°]=— 0.000431; y que la suposición contra- 
ria es absurda lo prueba el resultado, [a?o"] = 42.812 » 

que, admitiéndola como cierta, se obtendría. Basta én lodos 
los casos un poco de atención, sin incremento apenas de traba* 
jo, para saber sobre este punto á qué atenerse. 

Aunque la ecuación propuesta sea de séptimo grado, como 
tiene tres raices reales, los dos trinomios de segundo, que 
comprenden las cuatro imaginarias, pueden determinarse por 
el procedimiento del (§. 13), como si se tratara de una ecua- 
ción de cuarto grado; ó resolviendo estas dos ecuaciones muy 
sencillas de primero: 

g' gr {ab + «c + 6c) + abcg' . f, + abcg^\ f=cL, = — 5: 

en las cuales, por a» b y c, g* y gi', deberán sustituirse los 
valores numéricos poco antes encontrados. Las doá ecuacio- 
nes se convierten entonces en estas otras: 
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/• + /". = + 0.68341; y 
3.60055 /+ 5.61264 /, = + 1.25927. 

De las cuales resalla que 

/= + 1.29268, y /, = — 0.60917. 

Para corregir ahora los primeros valores de jí y ^ y de 
^1 y fi< deberemos emplear las fórmulas (21) del (§. 14), y 
el procedimiento de cálculo en el mismo párrafo explicado. 
Limitémonos á la deducción de las correcciones de ^o y /<» 
valores aproximados de g y f- 

Por de pronto se infiere de estos valores que 

log^o = 0.11089, y <Po = 59» 5T 20". 

Y con estos datos fácil es calcular los dos adjuntos cua- 
dros de relaciones numéricas: 

—y.' eos 7 <Po=— 3.0148035 —Ig,' eos 7 (p„=— 21.1036245 

— a, g,' eos 5 <p,=+3.5605688 — 5 a, ^/ eos 5 f ,=+17.8028440 

— «4 y,' eos 3 <po=— 6.4534218 — 3 «, ^o* eos 3 <p,=- 19.3602654 
Hs a, y,* eos 2 9o=— 3.3238460 + 2 a, g^* eos 2 «Po=— 6.6476920 

— «6^0 eos <p.=— 3.2315656 — la,^, eos <?„=+ 3.2315655 
+ a, =—6.0000000 + 0.a, =+ 0.0000000 

[(—»<,)" eos ncp,]=+0.0000630 [n{—g„f eos «^,]=— 26.0771724 

—g,' sen 7 (?.=— 5.1569226 — 7^.' sen 7 <?,= -36. 0984582 

— a, ^,» sen 5 <p,=— 6.2226992 - 5 a,í^,» sen 5 f„=— 31.1134960 

— a, ^,» sen 3 <Po=— 0.0150177 — 3a,^.'sen3<Po=+ 0.0450531 
■+■ oL,g„* sen 2 <p,=+5.7777520 + 2 a.^/ sen 2 <f„=+11.5555040 

— »,go sen <?«= +5. 5872230 - oL,g„ sen ?„=+ 5.5872230 

[(—goT sen n<p„]=+0.0003709 [n(— y„)"sen »><?„]=— 50.0241741 



184 

Recordando ahora que 

[i—9.Tcosn^^]=PcosO y [ (— .9oJ"í^enn'f„]=/^sen!3;y 
W--.9o)"cos n cp;j=p eos ^ y [w(— .^o)" sen n cpj=p sen ^, 

concluyese, en consecuencia de cuanlo precede, que 

logP = 4^575433 y log p = 1.751380; y 
(3 = 80«2r36'.7 y tjy = 242«28'2".& 

Y de aqui, por las fórmulas (21), ya citadas, que: 

^íog^o= +0.0000027,56 y Acp,= + 0".42; ó 

log.9 = 0.1108927,56 y ? =59"57'20". 42 

En suma: después de verificadas las correcciones de las 
siete cantidades a, 6 y c, g' y f, Y 9 i' y /,, la ecuación pro- 
puesta se resolverá en el siguiente producto de cinco facto- 
res, dos de segundo grado y tres de primero: 

x'—ix'-'Sx'+ = (a:*-0.6092132 a: -4- 1.0766801) X 

{x' + 1.2926302 x + 1.6664238) X 
Cá? + 1. 9624901) X (^-1.5378905) X(¿c-1.1080166)=0. 

Operando con logaritmos de cinco cifras decimales, con 
dificultad se obtendrá nunca mayor grado de aproximación á 
la verdad que en el caso presente, por la simple aplicación 
del método general á la determinación de las raices. 

§. 37. 

Resolución de otra ecuación, del grado séptimo también, con una 

sola raiz real y seis imaginarias. 



Como tercer ejemplo, propongámonos resolver la siguien- 
te ecuación, con seis, en vez de cuatro raices imaginarias: 

{2") x' + 3x'-hfy = 0. 
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Las primeras Iraasfurmadas, üírecla y exactamenlu oble- 
iiidas, son éstas: 

(2') »'+ 9 «*+ 36 «'-I- 36 = O 

(2») «'+ 81 «*— 648 x'+ 1944 x'— 2592 a; + 1296 = O 

(2') «'— 1 296 »'+ 1 1745 a;*+ 1 04976 a;'+ 629856 x*+ 

1679616 a; + 167961 6 = 0. 

Y las conseculivas, aproximadamenle calculadas con au- 
xilio de las tablas de logaritmos, estas otras, en las cuales, 
como de costumbre, los logaritmos reemplazan también á los 
coeficientes verdaderos: 

(2*) «'+3.41364 «"+6.27636 3;»+ 

8.60926 X*— 9.91005 «'+ 10.92186 a?*+ 

11.84836 a; +12.45042 = 0. 

(2») «'+6.46828 ««+12.16012»'+ 

17.29346 «♦+ 17.89831 «'+ 22.31679 «»+ 

22.41671 « + 24.90084 = 0. 

(2") «'+ 12.75961 «»+ 23.97079 «'+ 

34. 58689 «*- 39.911 25 «'+44.63668 «'— 

47.51776 « + 49.80168 = 0. 

(2') «'+26.49393 «"+ 47.63345 «*+ 

69.17378 «♦+ 79.51 832 «'+ 89.26074 «*+ 

94.72953 « + 99.60336 = 0. 

(2«) «'+ 50.98747 ««+ 94.96298 «^+ 

138.34756 «*+ 1 58.73567 «'+ 1 78.52144 «*+ 

. 189.15081 « + 199.20672 = 0. 

Dentro del limite de aproximación, compatible con el uso 
de las tablas logarítmicas de cinco cifras decimales, la Irans- 
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formada {V) puede considerarse como deñnitiva. Los coefi- 
cientes de a;^ x*, x* y a;% correspondientes á la (2^), se ob- 
tendrían, en efecto, por simple duplicación de los mismos 
coeficientes de la anterior; y los de x^, x^ y x\ de signo va- 
riable, desde las transformadas {i*) y (2^) sólo nos sirven 
para revelarnos la existencia en la ecuación propuesta, (8°), 
de tres pares distintos de raices imaginarias conjugadas. De- 
signando por a la única raiz real de aquella ecuación, y por 
9o* > 9i* y 9%* los cuadrados de los tres módulos, por el proce- 
dimiento, ya muchas veces aplicado, de sustracción unos de 
otros de los coeficientes de la (S"), concluyese sin dificultad 
que 

log a"« = O0.98747 log a = 0.199170 

log j,"* = 87.36009 log g* = 0.341250 

log .9.«** = 40.17388 log ^,*= 0.156929 

log j/^* = 20.68528 log .?,*= 0.080802 

Para determinar ahora por el procedimiento y fórmulas 
de los §§. (17) y (18) los tres valores de /, que á los tres de 
g corresponden, consideraremos la ecuación propuesta como 
de octavo grado, y emplearemos las fórmulas (a") y (fr"), en 
el segundo de aquellos párrafos insertas. Las cantidades au- 
xiliares, que en la composición de estas fórmulas figuran, se 
reducen en el caso presente á las que siguen: 

ai=0; <x,=0; «3=3; a^=0; (í^—^\ «^=0; a,=6; y (i^=Ü. 

p =1; p,=6r^ P*=0; p3=3; y p,=0. 
y =^ ; Ti=— 6 g"^] y,=0; y y3=3. 

Y las fórmulas (a") y (6") á estas otras, muy sencillas por 
la circunstancia de ser a,=a2=a^=:a5=ae=a8=0: 

r-6í/"V'^-4 5V*+(18.r*-3)/^+2.9*=0; y 
r+ 6 g-' r- 2 g' f- (6 .9-+ ») = « 
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Por g deberemos sustituir, sucemamei^e , en estas dos 
ecuaciones sus valores particulares, ya encontrados, y desig- 
nados por go, g^ y g^; y asi podremos luego concluir, suce- 
sivamente también, los de /o» A Y A qu© les corresponden. 
Concretándonos, por de pronto, á la primera sustitución , y 
reemplazando los coeficientes de f por sus logaritmos, con la 
precaución indispensable de no alterar los signos de los coe- 
ficientes numéricos á que se refieren, de las dos últimas ecua- 
ciones se desprenden estas otras: 

f^^ — T.75440 A' - 0.94331 A* + 

f.86872 A + 0.98353 = 0; y 

A' + 1 .75440 A* — 0.64228 ^ — 0.62802 = 0. 

Y de aquí, con auxilio de las tablas de Gau8s,—ó con las 
vulgares de logaritmos^ — por el procedimiento minuciosa- 
mente explicado en el (§. 19), se concluirá finalmente que 

logA + 0.05419 = 0. 

De la misma manera podrían calcularse los otros dos va- 
lores de ff—fi y A» — dependientes de los de ^'4* y g^^; 
pero en el caso actual, y por la circunstancia particular > ya 
indicada, de ser muy sencillas las dos ecuaciones á que si- 
muUáneamente deben satisfacer aquellos valores» el cálculo 
admite muy notable simplificación. A las dos ecuaciones men- 
cionadas apliqúese desde luego, ó sin previa sustitución de la 
9* por g^, g^ ó g^, el procedimiento del m. c .d . , hasta 
llegar á un residuo de primer grado con relación á f: é, 
igualando á cero este residuo, obtendremos la siguiente nueva 
ecuación, condicional de que las dos prece(|enles poseen, en 
efecto, una raiz común, correspondiente á cada valor de g» 
que en ellas se sustituya: 

fJL ^ = 
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Y de esta úuica y muy sencilla ecuación es de donde se 
deducirá, por úllimo, que á los valores de log g*, 

log^„«=0.34125; logy,'=0.15693; y log ^.'=0.08080, 

corresponden estos de f: 

log/o=0.05419„; log/,=0.28435„; y log/.=0.16895. 

Ó, a los de ^S que de aquellos logaritmos se deducen, ' 

^,^^ = 2.19408; </,» = !. 43527; y í/,* = 1.20447, 

estos de f: 

fo= — í 13289; A=- 1.92464; y ^= + 1. 47553. 

Y ampliando luego la aproximación hasta la séptima cifra 
decimal, por las fórmulas adecuadas al objeto, la ecuación 
propuesta se resolverá en el siguiente producto de cuatro fac- 
tores: 

«—1.1328854¿i?+2.1940798)(a;*-1.9246556¿c+l. 4352564) 
X [x' + 1 .475681 1 x + \ .2044862) [x + 1 .5818592) = O, 



§. 38. 

Resolución de una ecuación de cuarto grado, con dos pares de 

raices imaginarias casi iguales. 



Y, por último, como ejemplo de la separación de varias 
raices imaginarias, casi iguales, por el procedimiento del 
(§. 32), nos servirá la ecuación siguiente: 

{r) íp*+4.002x"^+14. 01801 a7^-+20.03802¿c+25.07005=0. 
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De la cual, por la regla del (§. 3), se deducen las trans- 
formadas adjuntas: 

(2") «* + 0.6022771 «'+1.1466864 a;' + 

1.3018548 a; + 1.3991552 = 



(2*) aj*+5.82548íc' + 11.62744a;* + 

17.01872 a; + 22.38648 = 0. 

(2') a;* — 11. 60258 a;' +22.94856 «» — 

33.98905 x + 44.77296 = 0. 

(2") «♦ — 22. 23747 a;' + 45. 10256 a;» — 

67.01072 a; + 89.54592 = 0. 

m 

(2^) x' — 45.3491 3 ¿c' + 90.29059 x* — 

134.89497¿c + 179.09184 = 0. 

[r) X* + 90.0361 6x' + 179.74098 x^ + 

269.12727 x + 358.18368 = O 



Los cambios de signo, é indeterminación consiguiente, de 
los coeficientes de x'^ y de x, nos revelan, como siempre, la 
existencia de dos pares de raices imaginarias conjugadas en 
la ecuación propuesta; pero, aun cuando el signo del coefi- 
ciente de x^ permanezca constantemente positivo, en ninguna 
de las transformadas obtenidas puede considerarse este coefi- 
ciente como cuadrado perfecto, ó como procedente su logarit- 
mo de la simple duplicación del logaritmo que le corresponde 
en la transformada anterior. Ni en la (2*), ni en la (S'^), ni 
aun en las (2**) y (2*^), nos resultan, pues, rigurosamente se- 
parados los dos módulos de aquellas cuatro raices de la ecua- 
ción (2"). 
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¿Cómo puede ser esto? — Por la circunstancia excepcional 
de ser iguales, ó diferir apenas uno de otro, ambos módulos 
buscados. 

Guando, en erecto, una ecuación de cuarto grado posea 
cuatro raices imaginarias, de las formas 



5^0 (eos cpo =fc v/ — 1 sen %). y g^ (eos cp, =t: x/ — 1 sen cp,). 
su transformada (8°") poseerá estas otras cuatro: 



5r,™(cosmcpo=t:v/— Isenm^o). y fl^r(cosm<pj=fcv/— Isenmcp,); 

y el coeficiente de x* equivaldrá en esta ecuación á la expre- 
sión siguiente: 

yo'"^xjl+2(-) cosw(cpo + cpO + 

í(íi)"eos,»(,-,.)+(ii)"|. 

De la cual se infiere que, si ^o supera un poco á ^j. 
aquel coeficiente propenderá á confundirse aT fin con go*^> 

Mas, si g^^^g^, en vez de la expresión anterior, debe- 
riamos considerar esta otra, en la apariencia, más sencilla: 

2 .9o*" X { 1 + eos m ('f o + ?,) + eos w (cpo — fj } . 

Entonces, pues, y á consecuencia de la variabilidad en 
magnitud y signo de los dos cosenos, el coeficiente en cues- 
tión podrá variar entre — S^r^*"" y +6,90*™; ó fluctuar, más 
ó menos, al rededor de + 2ffo*™- 

Pero la constancia de signo que en el coeficiente de x^ se 
advierte, en todas las transformadas obtenidas, nos induce á 
sospechar si, además de ser g^^^g^, se verificará también 
que f=fi, ó cpo = ©,. Porque entonces la forma del coefi- 
ciente considerado se reducirá á ésta: 

4i?o*"'xll + cos2mcpJ, 

positiva necesariamente, y variable entre cero y +Sgo'^\ ó 
fluctuante al rededor del valor medio + 4 go^^- 
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Si así fuera, restando del coeficiente de ¿&% en unas cuan- 
tas transformadas sucesivas» el logaritmo del número 4, de- 
beríamos obtener otros logaritmos, aproximados al de ^o'""» 
cuándo por exceso y cuándo por defecto. Y dividiendo luego 
las diferencias encontradas por las potencias de 2"^, á que se 
refieren ó corresponden, hallaríamos los de ^o^ y» por lo 
tanto, los valores numéricos entre los cuales fluctúa el verda- 
dero de .9o^ En el caso presente, los resultados que así se 
obtendrían, son los que siguen : 

(2*) log í/o*^ = 11.02538 logí/o' = 0.68909 g,' = lMS 

(2^) 22.34650 0.69833 4.992 

(2«) 44.50050 0.69532 4.958 

(V) 89.68853 0.70069 5.020 

(2«) 179.13892 0.69976 5.009 

Los valores de log gfj*, que á los de Qo* corresponden, se 
obtendrán con suma sencillez, restando del logaritmo, 1.39916, 
del último término de la ecuación propuesta (productos de los 
cuadrados de ambos módulos] los aproximados de Qo*» ya de- 
ducidos. Los nuevos resultados son éstos: 



í2*) 


log 9,' — 0.71007 


g,' 5.129 


(2') 


0.70083 


5.022 


(2") 


0.70384 


5.056 


(2') 


0.69847 


4.994 



(2«) 0.69940 5.005 

Aunque muy poco discrepantes unos de otros, si supone- 
mos que q^^:=.g^^, para expresión numérica de estos cuadrados 
deberemos tomar los promedios de sus diversos valores, de- 
ducidos de las transformadas (2^) á (2^). Y como estos cinco 
promedios son casi absolutamente iguales, é iguales á 5.007» 
lo que en conclusión, y como por tanteo habremos deducido^ 
puede formularse en los términos siguientes: 

,y,^=j;,^ = 5.007. 
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Y, aun cuando no convengamos del propio modo en que 
f^, = fi, para delerminar los valores de estas nuevas cantida- 
des, nos servirán las siguientes ecuaciones, ya en el (§. 13) 
consideradas: 

A + A = 4.002; y 2 //o^ + AA = 1401801. 

De las cuales, con grande aproximación, se deduce, en efec- 
to, que 

A =A = 2.001. 

Si, para comprobar estas diversas conclusiones, formamos 
el trinomio j?- + A^+fl'o% y le elevamos al cuadrado, nos 
resultará el polinomio siguiente, que apenas difiere del primer 
miembro de la ecuación propuesta: 

(¿c* + 2.001a?+4.002)* = 
x' + 4.002 x^ + 14.018001 x' + 20.038014 x + 25.070049. 

Mas, á pesar de semejante coincidencia, ¿será posible to- 
davía definir, con mayor grado de aproximación á la verdad, 
los valores de ^o" y .9i% Y de /o y A» suponiendo que los dos 
primeros y los dos últimos no sean absoluta ó completamente 
iguales?— Tratemos de averiguarlo. 

De los valores, que suponemos ya conocidos, de .(jr,,* y f^. 
ó de ff/ y A, se deduce por de pronlo que 

lag<y^ = 0.3497888. y c?o = 63«26'26" 4; 
ó, más sencillamente, que 



f aí\ff 



Iog.r/o = 0.3498000, y cp^, = 63^^ 26' 20 

Con estos valores de log g^ y de cpo, y con auxilio de las 
tablas de logaritmos de diez y de siete decimales, necesarias 
en este caso, de las fórmulas (88) se deducen luego los resul- 
tados numéricos adjuntos: 
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+í/o*cos4<?o=— 7.0137n0573 

— a. g„^ eos 3 <p„= + 44.1162372122 
+ a. g," eos 2 »„ = — 42.1228012449 
—«5 ¡y» eos <i)o = — 20.0498010266 
+a/ = + 25.07005 

[ (— g„Y eos n (p„] = P eos O = — 0.0000321166 

+ .9o* sen 4 <p„ = — 24.0716609670 

— a, g„' sen 3 <p„ = + . 8.0305364993 
+ a, g,* sen 2 ^0 = + 56.1476453709 

— a,^, sen í>o = — 40.1064968325 

[ (— 9oY sen n <p„] = i> sen O = + 0.0000240707 

+ 4 ¡7o* eos 4 cpo = — 28.0548682292 

— 3 a, '^o' eos 3 9„ = + 132.34871 1 6366 
+ 2 a, (/„» eos 2 «po = — 84.2456024898 

— ^,9o eos <Po = — 20.0498010264 

[n (— ^o)" eosn <p„] = p eos<{- = — 0.0015601090 

+ 4 ^0* sen 4 cpo = — 96.2866438680 

— 3 a, 9o' sen 3^)0 = + 24.0916094979 
+ 2 a, g,'' sen 2 <po = + 112.2952907418 

— a,yo sen tfo = — 40.1064968325 

[« (— l/o)" sen n <po] = p sen «1/=— 0.0062404608 

+ 3.4.^o*eos4(po = — 84.1646047 

— 2.3a, ^o' eos 3 <Po = + 264.6974233- 
+ 1.2a,^o«cos2Yo = — 84.2872161 

[n (n— 1)(— ^o") eos n <Po] = p' eos ^'=+ 96.2872161 

+ 3.4. >o* sen 4 «p, = - 288. 859931 6 

— 2.3 a, ^o' sen 3^)0= + 48.1832190 
+1 . 2 .a, g^* sen 2 <fo = + 112.2952907 

[n(n— 1)(—^„") sen w<Po] = p' sen f = - 128.3814219 

13 
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De donde se deduce que 

log/> = 5'.60353lA = 143" 8'57".0; 

log p =3.808380; ¡y <|» = 285 57 49 .7; 

log p'= 2.205414 J f = 306 52 13 .0 

Los valores de las cantidades auxiliares. S y y, podrán ya 
calcularse con autillo de las fórmulas (91). y serán éstos: 

log8 = 9 054660; y y= 8''3'29".35 

Y, suponiendo que eos (» — ?o) = l y sen(<p — ^0) = 
A<p,xsen 1", de la primera de las (94) y segunda de las (95), 
se concluirá luego que 

t =^í— 0.000025276 =í= 0.000699739; y 

A<p„=4-6".417=fc20". 435 

En vez de la primera (94) hubiera podido también em- 
plearse la (95); y entonces el resultado hubiera sido éste: 

A log^.= - 0.0000111 =í= 0.0003039. 

Los valores corregidos de log 9 y de <p, adoptados para 
comenzar este cálculo de aproximación^ serán, pues, los que 
siguen: 

log í/o = 0.3500928) cpo = 63^26' 46". 85 
log g, = 0.3494850) cp^ = 63 26 5 . 98 

Los verdaderos valores, conocidos a priori por represen- 
tar el primer miembro de la ecuación propuesta (2®) el pro- 
ducto de los cuatro factores 



(j?+ 1.00í± 2.003 v/—l), y (a?+ 1. 000 ± 2.000 v/—l). 
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son estos otros : 

log go = 0.3500926 ) <^o = 63» 26' 47". 01 
log í. = 0.3494850) ?. = 63 26 5.82 

que apenas discrepan de los precedentes.— La separación ó 
distinción de los módulos y de los arcos auxiliares queda con 
esto verificada; y, con auxilio de los valores numéricos encon- 
trados, y correspondientes á estas cantidades, la ecuación 
propuesta se resuelve sin dificultad en el producto de los cua- 
tro factores adjuntos: 



(¿c+ 1.0010021 =fc 2.0030005 v/—l), y 



{x + 0.9999979 =±: 2.0000009 y/— 1) 

La discrepancia entre estos factores y los verdaderos pro- 
cede de pequeños errores, inevitables en el cálculo logarítmi- 
co; ó, en general, en todos los cálculos de aproximación con 
números también meramente aproximados á la verdad. 
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APÉNDICE. 



Notas y adiciones á la doctrina matemática, 
expuesta en los capítulos anteriores. 



A.—Expresiofi de senncp y de cosn<p en función de sen y 

ó de eos <p. 



El problema sobre que versa esta Ñola, y del cual se hizo 
en el §.17 de la Memoria precedente una aplicación muy im- 
portante, se halla resuelto en diversos tratados de Trigono- 
metría; pero en ninguno, tal vez, por procedimiento tan direc- 
to y general, y tan sencillo y elegante, como en los Nuevos 
Anales de Matemálicas, tomo XII, correspondiente al ano 
de 1873, páginas 408 á 417. La nueva solución, ideada por 
Mr. Mourgue, es la transcrita á renglón seguido, literalmente 
casi. 



' 1. — Problema preliminar t fundamental. 



«Suponiendo que tres términos consecutivos de la serie 
io* ^1» ^2 f ^n> se hallen entre sí y con la cons- 
tante k relacionados como esta ecuación indica, 



(I) 



An — »An_i -An— SI 



determinar el valor del término general, A^, en función de la 
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misma constante ¿ y de los dos primeros términos de la serie 
propuesta, Ao y -^i-» 

(fl)— Para resolvere! problema así enunciado, comiéncese 
por aplicar la definición de la serie, resumida en la ecuación 
(1), ávia formación de sus primeros términos; y desde luego 
se deducirá que 

i,= (fc»-l)A,-¿i. 
ji, = (F.-2Jt)A.-(A«-l)A„ 
(^Ki3 = (A*-3Jt' + l)A,-(il' — 2A)A„ 
'Ae = (É'-4É' + 3Ji)A.-(ü;* — 3A'+1)A„ 



\ 



Y del examen de estas varias relaciones particulares entre 
las cantidades comparadas se concluye: 

1.'' Que todos los términos A^, A5, A4, , son funcio- 
nes lineales de los dos primeros, Ao y A,. 

S."" Que el coeficiente de Ao en una igualdad, ó relación 
particular cualquiera, coincide, prescindiendo del signo, con 
el de Al en la relación precedente. 

Y S."" Que un coeficiente cualquiera de A^ ó de Ao se 
forma, con auxilio de los dos coeficientes anteriores inmedia- 
tos y de la constante ¿, por la misma regla, aplicable á la 
deducción de los términos consecutivos de la serie, que la 
ecuación fundamental (1) indica. 

La primera de estas tres conclusiones es sin ninguna duda 
general, y no necesita demostrarse. Y la generalidad de las 
otras dos se demuestra por un procedimiento muy sencillo, y 
admitido como irreprochable en multitud de casos análogos. 

{b) — Supongamos para ello que en la composición de los 
términos An_i y A^ se verifiquen las propiedades adverti- 
das en los diversos términos del cuadro ó sistema de relacio- 
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f 

nos (2). Pues si, por brevedad, representamos por Pn-t y /^u-^ 
los coeficientes de A( y de Ao en el término general A^, 
inmediatamente se podrá escribir lo que sigue: 



(3) 



''n-i — * n-á ^ I * n— 3 -"o» y 
i zz=P A p A 



Y como» por definición; 



n-f-i 



hA A 



concluyese de ambos antecedentes que 

(4) A„^. = {k P^, - P„.,) A, - (k P^, - P,_,) Ao 
Y, poniendo por n el Índice n + ^> que 

Si, pues, los términos A, y A, de la serie propuesta se 
deducen de los A. y Ao, y de la constante k, del modo 
referido, y explicílamente consignado en el cuadro (2), evi- 
dente es, en virtud de las dos últimas ecuaciones, que elit4 se 
formará del mismo modo; y del mismo también que el A4, 
todos los demás consecutivos. 

(c)— Con los coeficientes de Ao 6 A^, que en el grupo de 
igualdades (2) figuran, puede formarse este otro, digno tam- 
bién de especial consideración: 



(5) 



p, 

p. 

p. 
p* 

p. 



1 

k 
k^ 

¿* 
k' 
k" 
A' 



1 

ik 

4A' + 3it 
5A« + 6É' — 1 
6A' + 10A' — 4/1- 
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Y en el cual es muy fácil advertir: 

I.'' Que, con relación á la letra k, todos los términos de 
los segundos miembros, alternadamente positivos y negativos, 
son de orden ó grado par ó impar. 

i.*" Que un coeficiente cualquiera de k es igual, prescin- 
diendo de los signos, al inmediatamente superior ó colocado 
encima, más el superior inmediato de éste, situado á su iz- 
quierda en ^1 grupo ó serie de relaciones expuestas. 

Yo.'' Que, prescindiendo también de los de la primera 
columna vertical, iguales todos á la unidad, un coeficiente 
cualquiera, perteneciente á las demás columnas, es igual á la 
suma de los coeficientes de la columna anterior de la izquier- 
da, desde el primero, ó más alto, hasta el que precede dos 
lugares, en el sentido vertical, al coeficiente de que en par- 
ticular se trata. 

((/)— Para cerciorarnos de si son, ó no, generales estas 
tres propiedades, advertidas en la formación de los coeficien- 
tes Po» Pi, Ptf Pi > supongamos, de acuerdo con lo 

observada en los primeros casos particulares, que 

Í^n-8 ^^^ k — fln-s k -j- 6n-2 k Cn-» n, + , 
r^n— 1 — "' ^n-i k -f- 6n-i ^ ^n— i k -f- 

Y como, según lo demostrado anteriormente, (4), 

concluiremos sin dificultad que 

(7J />„ = r -. («„-, + 1) ¿"-^ + (6n-., + an-O r-^ - 

Igualdad ésta que, rectamente interpretada, corrobora la 
certidumbre ó generalidad de las dos primeras proposiciones 
ó leyes, poco antes enunciadas, y que se trataba de de- 
mostrar. 

Pues la exactitud de la tercera se desprende como coro- 
lario sencillísimo de lo acabado de exponer. 
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En efecto: sí, de conformidad con la notación empleada en 
las ecuaciones (6), escribimos la siguiente. 

(8) />n = A"-a„*'*-* + 6„*"-*-(?„É°"«+ 

y comparamos los coeGcientes abreviados de esta ecuación 
con los más explícitos de la (7), resultará que 

Y de estas igualdades, por simples cambios de índice, se 
deducirán los siguientes sistemas análogos: (10) 



/ > > > 

«n-í =«n-3+l i ftn-í=&n-s+«n~4 i ^n-í=Cn- 5+^11-4 



s 



• 



Y, sumando ordenadao^ente cada uno de estos grupos de 
ecuaciones, dedúcese, en conclusión, y conforme la tercera 
ley pide, que 

a„=l-|-l+l + 

(11 ) <¡ *" =^n-2 + «n-ó + «n-4 + 

Cn = t^n—a + ^n— s "r ^n— 4 "r • • • • • 
\ 

En el primero de los grupos (10) la última ecuación seria 

puesto que, consultando el cuadro de coeficientes (5), inme- 
diatamente se advierte que a^ es igual á cero. Resulta, pues, 
que ün es igual á la suma de n — 1 unidades: dos menos 
que términos comprende la primera columna vertical de la 
izquierda, desde el inferior, ao = 0, hasta el superior, ó el «„ 
inclusive. Lo cual constituye un caso particular de la regla 
de composición á que evidentemente se hallan sometidos los 
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valores de &„, c^, conforme en los primeros ca^os exa- 
minados se advirtió, y era indispensable demostrar en ge> 
nerai. 

(^)— En la composición del término Aq, (3)/ figuran como 
coeficientes de Ai y Ao los designados por Pn-i y -^^n-*» re- 
lacionados con la constante k, y las letras a, b, c, , del 

modo que las ecuaciones (6) indican. Pues, apoyándonos en lo 
acabado de exponer y demostrar, procuremos ahora expresar 
los valores de aquellas P en función exclusiva de la cons- 
tante k y del Índice n: con lo cual el término general de 
la serie, An, lo estará en función de estas mismas dos canti- 
dades, Á; y n, y de los primeros términos, Ao y A,. 

Por de pronto sábese ya que 

(12) an^, = 1 + 1 + 1 + = -í?^=iV, 

De donde se deduce que 

(13) J„«4 = a„_3 + an-4 + «n-5 + = 

(n-4) + (n-5) + («-6)+ ^ (^-3) (n-4) ^^^ 

Y del propio modo, que 

(1 4) c„_, = 6„_, + é„_4 + 6„_-, + = 

'A{(n-5){«-6)4-(n-6)(n-7)+ } = 

(«-4)(n-5)(n-6) _^, 

(1 o) «n-i = Cn-r, + í?n-4 + ^n-s + • • • • = 

V, {(„^6)(n-7) (n-8) + («-7) (n-8) (n-9) + }= 

(„_5) („_6) (n-7) (n-8) 



1.2.3.4 



= N,; 



y asi todos los demás valores de los coeficientes de Pn_,>' 
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coya lej ó regla de composición es bien pateóle y sen- 
cilla (*). 

Sustituyendo estos valores "de an»,, ¿n-i» ^n-i» •••:• » Y 'os 

de aQ_„ ¿n-s* ^n-i* > que de ellos se deducirían por el 

simple cambio de n por ti — 1, en las ecuaciones (6); y los 
de Pn-i y ^n--a* por efecto de esta sustitución obtenidos, 
en la segundado las (3), nos resultará, por último, la siguien- 
te expresión de An> que es la buscada, y en la cual las letras 
M Y N representan por brevedad lo que en el §. 17 de la 
Memoria se convino que representasen: (16) 



(*) Aunque en el texto original de donde procede esta primera parte 
del Apéndice no se indique el modo de reducir los valores de c^_^^ 

<í|j_,, á las formas N^, N^, , bien fácil es adivinarle y pene- 
trarse de su generalidad, según puede verse en un ejemplo. 

Prescindiendo de los valores de a^_^ y ft^^^^, cuya reducción á las 

sencillísimas formas N^ y N^ debe ya considerarse como demostrada 
ó evidente, fijémonos en el de 2 c^_^, igual á 



(n— 5) (n— 6) -f- (n-^6) («— 7) -^ (n— 7) («—8) 
y que también puede escribirse de este otro modo : 



n (n— 5) -i- n («—-6) -h n (n— 7) -+■ n (ti— 8) 

6 (n— 5) — 6 (n— 6) — 6 («—7) — 6 (fi--8) — 

— (11—6)— (n— 7)— (11—8)—.... 
— (n— 7)— (n— 8) — 

/ 



/ 



De donde, por transformaciones sencillísimas, basadas en el conoci- 
miento de la forma precedente, de h^_^ en este caso, se deduce que 

(n-4) (n-S) (n-6) . ^ , _^ 

Y, por los mismos pasos, se concluiría que d^^^ =iV^; y así las de 
teas expresiones análogas consecutivas. 



> 



¿03 



(1«) A„ = 



{ A"-' — iV. A"-' + N, É"-' — ^, A"-' + ÍV4 A"-"— } i4 — 

* M^ M, M, ' 



II. — Aplicaciones. 



I.*" De las ecuaciones fuadamenlales de la Trigonometría, 

seo (<p + •}) = sen <p eos ^ + eos « sen ^, y 
sen (? — J/) =r sen í> eos t|^ — eos f sen ^ 

se deduce, por sustracción una de otra, la que sigue: 
* sen (<p + ^) = 2 eos o sen ^^ + sen (? — ^). 
Y, suponiendo que ^ sea igual á (n— 1) ^, esta otra: 

. (17) sen «cp = 2 eos cp . sen (w ~ 1) © — sen (n — 2) <p 

Comparando esta relación de cantidades con la (1), se ad- 
vierte que los términos de la serie á que aquella ecuación se 
reGere, Aq, in-i y -^n-s^ se hallan reemplazados ahora por 
sen n?, sen (n — l)<p y sen (n — 2)f; los Aj y A© por 
sencp y cero; y la constante k por 2 eos 7. Luego la ecua* 
cion general (16) sé transformará en este caso en la que si- 
gue, aplicable á cualquier valor entero y positivo de n, y 
cuyo segundo miembro debe terminar alli donde el exponen- 
te de 2 eos (p sea igual á cero ó á la unidad: (18) 



sen tiP 

^ = (2 eos ?)"-'— iVi (2 eos ?)"~'+iV, (2 eos cp)" 



—5 
"— ^ • • • » 



sen o 
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Si, en vez de f , ponemos en esta úllima ecuación (7s ^— ?). 
los cosenos del segundo miembro se Ifansformarán en senos 
del mismo arco f , sin alteración de los coeficientes A^, ni 
de los signos que les preceden; y el primer miembro en esta 
otra expresión: 

sen . n (7, ic — cp) . . , , 

— ^, Igual ó equivalente 



coscp 
á A ?, si n es par, de la forma 4» + 2; 

C0S(p 

á ', si par tambieui pero de la forma 4 », 

eos y 

á H -, sí impar, de la forma 4 /? + 1 ; y 

COS(p 

cosn:p ..... 11^ t 4 

a -, SI también impar, de la forma 4 » — 1. 

COS<p 

Ó. más compendiosamente: el primer miembro de la ecua- 
cion (18), transformada por el cambio de <p en (Vs^ — 'f)» 
será igual 

n+a sen WCp 



á (v^ — 1) -* \ cuando n sea par; y 

eos cp r - 



n-i COSW<p 



á (i/ — 1) , cuando número impar. 

C0S<p 

2."" De las otras dos ecuaciones fundamentales de la Tri 
gonometria 

eos (? + ^) = eos <p eos ^ — sen cp sen «j^, y 
eos (<? — ^) = eos ^ eos J^ + sen <p sen ^ 

se deduce, por adición de una con otra, primero, y sustitu- 
ción, después, de la letra ^ por (n — 1) <p, la siguiente: 

eos n<p = 2 eos <p . eos (w — 1) <p — eos (n — 2 ) <p: 



v_. 
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comprendida en la expresión general (1); y en la cual los tér- 
minos de la serie que simboliza, A^, A„_i y ii^.,, se hallan 
reemplazados por eos n (p, eos (n — 1) <p y eos (n — 2) (f; los 
Al y Ao por cos<p y 1; y la letra A, como en la (17), por 
2 eos (f. Inmediatamente se deduce, pues, aplicando la ecua- 
ción (16) al caso particular de que ahora se trata, y duplican- 
do los dos miembros de la expresión resultante, que 

2 eos n cp — (2 eos <f )° = 
— N, (2 eos cp)"-* 4- N, (2 eos ? )°-* — N, (2 eos cp)'^-^ + 



M M 

— 2 (2 eos ?)"-'+ 4 -¡^ (2 eos ?)»-* — 6v_í (2eosf)"-+ 

Para simplificar esta ecuación, por la reducción á uno solo 
de los dos términos del segundo miembro, en los cuales eos <p 
figura con el mismo exponente, basta advertir que con un coe- 
ficiente de la forma iVp, igual á 

{n — p—Vj (n— ;?— 2) (w — 2p) 

1 .2.3 p * 

perteneciente al primer grupo ó linea de términos, hay que 
sumar otro, correspondiente á la linea inferior, representado 
por 

it/p _ 2(n-/?-l)(n-;?-2).,,,.(fi-2p + l) 
'^ M, 1.2.3 (/> — 1) 

M 

Y el resultado de esta suma» ^p + 2 » -rr, ó el coeficienle 

general del desarrollo de 2 eos n cp, será precisamente igual 
á ifp, ó á 

n(n — /?— 1) (n—j? — 2) (n~2j9+l) 

1.2.3.....(p — l)p ' 

en el cual p designa el número de términos que preceden al, 
en cada caso particular, considerado; y también el de facto- 



206 

res que para la composición del numerador y del denomina- 
dor de su coeficiente deben tomarse. Por lo tanto: (SO) 

2 eos n ^={% eos ?)"— M^ (í eos ?)""*+ M^ (2 eos ?)"-*— 

Esta ecuación es aplicable á todos los valores enteros y 
positivos de fi; debiendo prolongarse su segundo miembro 
hasta que el exponenle de 2cos<p sea igual á cero, cuando 
n sea número par; y basla que el mismo exponenle se re- 
duzca á la unidad, cuando impar. En este último caso todos 
los términos del segundo miembro podrán dividirse por 
2 eos 7; pero en el anterior supuesto habrá que admitir en el 
postrer término del cociente el exponente — 1, aplicado al 
factor 2 eos f , si se quiere conservar también la forma ente- 
ra en el resultado. Con esta advertencia, en vez de la ecua- 
ción (20), podremos escribir la siguiente, asimilable á la 
(18): (21) 



ÍÍÜL? = (2 eos cp)"- - Jf, (2 eos ?)"-^'+ M, (2 eos cp)"-^ 

eos <p 



Poniendo en la última ecuación por <p su complemento. 
(7,?: — ?), los cosenos del segundo miembro se transforma- 
rán en senos de cp; y el primer miembro se convertirá en 

COS. n (Va •^—9) . , 

-Í-: equivalente 



sen cp 



n~i sen n 9 



á (v^— 1) 'f cuando n sea número impar; y 

sen <p 

a (v— 1) ^» cuando par el mismo numero. 

senf 



Esta advertencia, como la hecha á continuación de la ecua- 
ción (18), se aclararán particularizando la cuestión en un par 
de ejemplos. 
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Supongamos que n = 8; y de las ecuacioues (18) y (21) 
se deducirá que 

sen 8 o 

^=128 eos' <p— 192 eos* f+80 eos'' cp— 24 eos <p; y 

sen<p 

eos 8 cp=t 28 eos" ?— 256 eos' <p+160 eos* ?— 32 eos» ?+1 

Y, si en estas dos ecuaciones ponemos por 9 su comple^ 
mentó (Vs^~ ?)» obtendremos las que siguen: 

í=128 sen' cp— 1 92 sen'^ cp+80 sen' ^—24 sen <p; y 

eos ? ^ 

eos 8 cp=128 sen" cp— 256 sen' ?+160 sen* (p— 32 sen» o+l 

Del propio modo, cuando n=9, inmediatamente se con - 
cluirá que 

^--=256 eos' cp— 448 eos' o4-240 eos* © -40 eos* 9+I ; y 

sen cp * * ' • T I ' j 

cos9c^256cos^<f— 576cos'f+432cos'cp— 120cos'cp-[.9coscp 

Y, por el cambio de f en (*/« tc — (p), lo siguiente: 

cos9cp 

í=256sen*f— 448sen' cp+240 sen* 9— 40 sen» ?+t; y 

sen9'f=256sen>— 576sen'cp+432sen'cp— 120sen'cp+9sen? 

S.*" La ecuación general (16) es aplicable también á la ex- 

1 

presión ó desarrollo, en función de (x -^ ), tanto del bi- 

X 

1 1 

noraio (a?" -), como del (a?°H — --). 

x^ X 

En efecto: 
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T estas ecuaciones paeden identificarse con la (1), de 

donde la (16) procede, con sólo suponer en la primera, que 

11 1 

An=a?° 7-; A^=^x ; ilo=0; y k = x+* — ; 

x^ X X 

y, en la segunda, que 

11 1 

i„=a;«+--;p; A,= x'+—; Ao=2; y k=x + — 

X^ X X 



El desarrollo de ir" solo diferirá del de —, 

I sen 9 

X 

X 

1 

poco antes obtenido, por el cambio de 2 eos cp en x-^- — ; y 

X 
n , 1 

¿c" eos n <p 
el de — del de — por la misma leve transmu- 

1 COS<p 

X -i 

X 

tacion de símbolos. Y es cosa muy natural que asi suceda. 

Porque si suponemos que á la letra x se atribuye el va- 
lor particular (cos<p + y/ — 1 sen ®), por transformaciones sen- 
cillisimas y muy conocidas, inferiremos sucesivamente que 



¿r =: eos f + v' — 1 sen <f ; 
_ =cos<p — V— 1 sencp; 

X 

1 . 1 



xA = 2 eos 9; y X = 2v/ — Isen^ 

X X 
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Y, del propio modo, que 



a?" = eos w <P + v/ — í sen n ©; 

1 /—I 

— — = eos w 9 — i/— 1 sen n 9; 



a?"H — --=2 eos neo; y a?" 7r=^\/ — lsen»<p 

^ x"" * x^ 

Luego 

1 1 

a?" sen n cp^ a?"* eos »i cp 

1 sen 9 ' 1 cüs 9 

X — — X A 

X X 

Con lo cual la conexión y como identidad de unas expre- 
siones con otras, en la apariencia tan distintas, queda perfec- 
tamente demostrada. 
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B. — Sobre el método de aproximación de Newton. 



En diferentes lugares de la Memoria que precede hemos 
empleado el método propuesto por Newton para completar la 
solución de las ecuaciones numéricas, iniciada y proseguida 
con suma sencillez y hasta muy avanzado punto por el pro- 
cedimiento de Graffe. 

En qué el mencionado método de aproximación consiste 
y los principios teóricos en que se funda, hállanse también 
muy detenidamente explicados en los §§. 8, 14 y 23. Y en 
estos mismos párrafos, pero más especialmente todavía en los 
S9 y 31, hánse apuntado los casos principales en que tan inge- 
nioso método de cálculo puede en algún concepto fallar, y las 
precauciones que para evitar cualquier error, imperfección ó 
ambigüedad en los resultados por su medio obtenidos, deben 
adoptarse entonces. Precisamente en esto último consiste una 
de las más notables adiciones que al método del matemático 
suizo Graffe agregó el astrónomo y gran analista prusiano 
Encke. 

Los defectos ó inconvenientes de la regla propuesta por 
Newton para el cálculo de las raices numéricas de una ecua- 
ción, en su famoso Método de las Fluxiones, y como conse- 
cuencia ó aplicación útilísima de los primeros principios del 
Cálculo Diferencial, por entonces nacieníe, fueron bien pronto 
advertidos por los matemáticos de aquella época. Lagrange, 
en el prólogo de su célebre Tratado de la Resolución de las 
Ecuaciones Numéricas, publicado por vez primera en 1767, y 
reimpreso con multitud de notas y adiciones en 1798 y 1808^ 
los recapitula en estas muy significativas palabras: 

«Tal es el método de Newton, comunmente empleado para 
resolver las ecuaciones numéricas; pero que, bien considera- 
do, sirve tan solo para resolver las ecuaciones ya casi resud- 
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tas. Y ni aun entonces es seguro 6 de oportunidad incuestio- 
nable; porque, despreciando al practicarle» en cada operación 
ó cálculo de las aproximaciones sucesivas, algunos términos 
cuyo valor se desconoce, es imposible apreciar el grado de 
aproximación de la corrección obtenida. Y aun puede aconte- 
cer, cuando las ecuaciones posean raices casi iguales, que la 
serie de términos despreciados no sea en realidad desprecia- 
ble, ó por muy poco convergente, ó por divergente al fin, por 
más que en un principio fuere convergente.» 

En la Nota V del mismo Tratado, Lagrange procura de- 
mostrar lo fundado de tan acerba critica; y, por consideracio- 
nes teóricas muy sutiles, deduce en conclusión: 

Que si a, ^, y....,, representan las m raices de una 
ecuación del grado m, de cualquier modo distribuidas, ó sin 
consideración alguna á sus magnitudes y signos, ni aun natu- 
raleza; a. el valor aproximado de la raiz a; k la corrección 

de este valor obtenida por la regla de Newton: A = — !, ; 

y R esta función de las otras raices y del valor a: 



«=^ + -L+ « 



¡3 — a y — a 8 — a ' 

el valor corregido a-^-h expresará, sin incerlidumbre de 
ningún género, el de a, con mayor aproximación á la ver- 
dad que a, sólo cuando esta condición se verifique: 

2(a — a)5-l-l>0. 

Pues bien: sí P, y* ^' "'* ^^ifi^ren considerablemente d% 
a, ó si a es solo valor aproximado de esta raiz, R estará 
representada por una suma de fracciones muy pequefias; y el 
producto 2 (a — a) R, positivo ó negativo, valdrá casi siem- 
pre menos que la unidad, y tanto menos cuanto más ya se apro- 
xime el valor a á su limite a: de manera que entonces la 
aplicación del método de Newton será muy racional y permi- 
tida. Pero en el supuesto contrario» ó cuando unas de otras 
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discrepen may poco dos ó más raices, a, p, y, y a 

pueda mirarse como valor común muy aproximado de las 
mismas, la condición establecida se verificará ó no, según los 
casos, y dependerá, más que de la magnitud absoluta de las 
diferencias a— a, p— a, y— o, ...... de la combinación como 

fortuita de sus signos: y ninguna consecuencia utilizable po- 
drá inferirse á priori de este análisis. Cuando evidentemente 
la desigualdad condicional deducida por Lagrange se veri- 
ficará, discrepen poco ó mucho unas de otras las raices reales 
de la ecuación propuesta, ó de las reales los términos de este 
nombre componentes de las imaginarías, es cuando las expre- 
sadas diferencias, a — a, p — a, , sean positivas todas, 

ó todas negativas: ó cuando a sea mayor ó menor que la raiz 
real más grande ó más peque&a de cuantas la ecuación con* 
tiene, á condición de hallarse comprendidas también entre las 
dos raices reales, máxima y mínima, las porciones ó términos 
reales de las raices imaginarias.— En este caso, de ninguna 
ó muy menguada utilidad práctica, el método de Newton es 
aplicable sin vacilación ni ambigüedad de ningún género: en 
los demás redúcese aquel método á un simple procedimien- 
to de tanteo, útil muchas veces, ineficaz y hasta perjudicial 
otras muchas, é incierto y sin atractivo ó encanto siempre. 

No es otra la consecuencia final que del análisis de La- 
grange se desprende: desconsoladora, si; pero no de todo punto 
irrefutable ó irremediable. Porque los matemáticos modernos, 
aunque amamantados en las obras de Lagrange, y admirado- 
res entusiastas de su preclaro ingenio, no se han conformado 
con la idea de abandonar el método de Newton por el simple 
motivo de su ambigüedad, ineficacia ó inexactitud, en algunos 
casos excepcionales: precisamente en aquellos en que todos 
Jos métodos ponen á prueba la paciencia y perspicacia del 
calculador. Ni era posible que se conformasen de buena vo* 
luntad, cuando no había otro mejor con que sustituirle, ni ra- 
zón para despreciarle en multitud de otros casos, ateniéndose 
á él, resolubles con suma facilidad y prontitud. 

Fourier, particularmente, en su Análisis de las Ecuaciones 
Numéricas,— Vihro no menos célebre que el de Lagrange, pu- 
blicado, después de fallecido el autor, por Navier, en 1831,— 
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se propuso perfeccionarle ó completarle, formulando en tér- 
minos bien explicitos sus caracteres de validez, en general, ó 
de ineficacia, por excepción; y la manera de emplearle con 
acierto y buen éxito en todos los casos. Y el ejemplo de 
Fourier puede decirse que ha sido imitado como á porfía por 
todos sus discípulos: los innumerables y sutilísimos matemá- 
ticos de la moderna escuela francesa. 

Aunque baste lo dicho en el cuerpo de la Memoria para 
que sepa el lector sobre este punto á qué atenerse, y en el 
concepto práctico no consideremos factible agregar á lo dis- 
currido y explicado por Encke una palabra más, de verdade- 
ra sustancia y sabroso jugo, no obstante, por la precisión de 
las ¡deas y claridad de la frase, merece incuestionable apre- 
cio el breve trabajo sobre el mismo asunto, pocos ai&os há 
publicado por el Sr. Darboux, profesor de la Facultad de 

f Ciencias de Burdeos. Su método de exposición de la regla 
newloniana, es, en el fondo, él mismo de Fourier; pero 
tan perfeccionado y reducido á tan sucintos términos que, 
una vez leido, es casi imposible olvidarle; y más imposible 
todavía que su primera lectura no sea del agrado de quien 
abrigue algún sentimiento estético de la belleza en Matemá- 
licas. Traducida de los Anales de este nombre (2.* serie, 

. tomo VIH), y acompañada de breve comentario, la produc- 
ción de Darboux dice como sigue. 

«Designemos por a y J (a<6) dos números que com- 
prendan una sola raiz simple de la ecuación propuesta 

y admitamos ademas que esta otra ecuación 

r (^) = o, 

no posea raiz alguna entre los mismos números, a y b, con- 
tenida: ó que la derivada segunda de f{x) no varíe de signo 
cuando x pase del valor a al b. Respecto á la primera de- 
rivada, /"(«), nada supondremos en parlicular: limitándo- 
nos á recordar que, por no conlener f" (co) raiz alguna, en- 
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tre a y i comprendida, f [x) solo puede contener una á lo 
samo. (Teorema de Rolle.) 

Sustituyendo en la ecuación propuesta, por x, los núme- 
ros a-\-h y b — k, iguales ambos á la raíz que deseamos 
determinar, obtendremos estos resultados: 



0=/'(o+A)=/"(a) + A/'(o) + -^r(« + «A); y 



^ = f {b-k)=f{h)-kf' {h) +~ f" {b-\k): 



en los cuales, como es sabido, B y 6, designan dos números 
inferiores á la unidad. 

Y de estas dos últimas ecuaciones, suponiendo que 



/(«) h* /"(a + 9 A) 



r(«)' ' ' 2 /"(a) ' 



p = + ^.yp. = +*. r(*-e.*) 



/" (6) ' '2 f\b) 



se deduce inmediatamente que: 



. f{a) h* r (a + O A) , 






Pero si a y 6 representan dos valores muy aproximados 
de la raiz única entre ambos comprendida, por defecto uno, 
y otro por exceso, las correcciones, h y k, de estos valo- 
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res serán muy pequefias, y más todavía, y como insigDifican- 
tes ó despreciables, lo serán también, en general, los térmi- 
nos complementarios, representados {)or a^ y ^^. Por lo 
tanto, la corrección, positiva ó negativa, de un valor cual- 
quiera aproximado, a, de la raiz de una ecuación, se podrá 
determinar con auxilio de la siguiente fórmula, propuesta por 
Newton: 



r («) ■ 

Pero eslo último, cierto y conveniente en general, puede 
no serlo alguna vez, por excepción ; y lo que ahora debemos 
proponernos averiguar es cuándo lo será y cuándo no: ó qué 
valor aproximado de x, si el a ó el b, debemos sustituir en la 

expresión — r, para que el resultado, positivo ó nega- 

/ W 

tivo, represente siempre, y con plena seguridad de acierto, la 
corrección del valor sustituido ó ensayado. 

De los valores de ¿u: a, a'\'(x. y a + a + a^, el primero 
representa el valor, aproximado por defecto, de la raiz bus- 
cada; y el último precisamente el exacto de esta misma raiz. 
Luego el segundo representará con seguridad un valor más 
aproximado á la verdad que a; y, por lo lauto, a deberá 
considerarse entonces como verdadera corrección, si a+^ 
está realmente comprendido entre los dos valores extremos: ó 
si a < a + ^ < « + ^ + ^i- De donde se deduce que a y a^ 
deben poseer el mismo signo: lo cual implica la igualdad de 
signos de f{a) y /"'(a + 6 A); ó, por no variar de signo 
/"'(¿c) entre los límites a y 6, la igualdad de f{a) y f" {a). 

Y del propio modo se concluirla, comparándolos tres nú- 
meros 6, 6 — P y 6 — P — Pi, que, si el segundo ha de 
hallarse comprendido entre los dos extremos, y ser, por lo 
tanto, P la verdadera corrección del valor é, aproximado por 
exceso, de la raiz que se busca, los signos de p y Pi, ó de 
f{b) y /" (6), deben necesariamente coincidir. 

Pero las fracciones ', . , y ' ,,, son de sig- 

f W f W 
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DOS coDlrarios: luego una sola de las correcciones, resullaales 

de la suslilucioD sucesiva de a y i en la expresión general 

f ¡x) 

— - — -Tf será con plena seguridad admisible: la que se de- 
f(x) 

duzca de la aplicación del teorema siguiente: 

Si entre los números 9l y \i, que comprenden una sola raiz 
simple de la ecuación f(x)=:0, la derivada segunda de esta 
ecuación no cambia de signo nunca, el número que habrá de em- 
plearse en el cálculo de la corrección, por la regla de Newton, 
y al cual esta corrección debe aplicarse ó referirse, será el que, 
sustituido en las expresiones f (i) y f" (x), produzca restüta- 
dos del mismo signo. 

Completemos todo lo dicho con algunas advertencias y 
aclaraciones muy importantes. 

1.* La coincidencia de signos de /(a) y f" (a) es condi- 
ción suficiente para que a merezca considerarse como verda- 
dera corrección de a; pero no absolutamente necesaria. Por- 
que, si o + «>« + * + *if aquella condición no se verifi- 
cará; y, sin embargo, podría suceder que a 4*^ difiriese, 
por exceso, de la raiz exacta, a-f- ^ + ^f' menos que a, por 
defecto: y aun menos que el otro número b, por exceso tam- 
bién. En este caso, a seria una verdadera corrección; pero 
ambigua ó incierta á priori, y, por este solo motivo, inacep- 
table. 

2.' Supongamos que a represente el número con respec- 
to al cual la corrección es calculable, por la regla de Newton, 
con plena seguridad de acierto. Si a es menor que la raiz 
buscada, a^ =a-|-^ io será también necesariamente; y si 
fi^) y / ' («) tienen el mismo signo, el mismo conservarán 
fM y f" (^i)« Luego, sin otro examen ni más vacilación 
que la preliminar, la corrección de a^ será calculable con 
toda seguridad por el mismo procedimiento que la de a; la 
de a«, como las de a^ y a; y así todas las demás consecu- 
tivas que fuere menester ó conviniere deducir.— Lo propio 
que del límite inferior a puede decirse á propósito del supe- 
rior b. 

3.^ Cuando la corrección se calcule con el número deter> 
minado por el teorema precedente, es imposible que la regla 



k 
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de Newton nos dé un resultado absurdo. Porque el absurdo 

en este caso sólo puede proceder de ser nulo el denominador 

f ix) 
de la expresión — ; y si /"(a) fuese igual á cero, 

de la ecuación, necesaria entonces, 



/(«)+-^r(« + «A) = 0. 



concluiríamos que f{a) y /"' {a) no poseen el mismo signo: 
ó que no es a el número al cual la corrección buscada debe 
referirse. 
4.* Los diversos valores numéricos 



a, a„ fla» «5 «n» «n+i 



inferiores todos á la raiz buscada, convergen sin embargo 
todos y se aproximan indefinidamente hacia esta misma raiz. 
£n efecto: por la regla citada, 

«„^. a„ - - ^, ^^^^ . 

Y como la diferencia On-t-t -— «n disminuye indefinida- 
mente, porque los números a, a^, a, a»» ^n+n son 

cada vez mayores, sin exceder ninguno del valor de la raiz, 

resulla, por de pronlo, que la fracción \. " ■ converge 

• / yfln) 

también indefinidamente hacia cero. Pero siendo f'{x) cons- 
tantemente positiva ó negativa entre los limites a y b, f (x) 
será constantemente también creciente ó decreciente entre los 
mismos limites; y, por lo tanto, f {a^) no podrá tocar en el 
limite del crecimiento, ó resultar infinita nunca, como de suyo 
es casi evidente. Luego, no sólo la fracción, sino su numerador 
fittn) propenderá indefinidamente hacia cero, como debe su- 
ceder si a^ converge hacia la raiz buscada. 
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Y 5/ Cuando para valor de la corrección a se adopta el 
que del uso de esta expresión, nada más que aproximada á la 
verdad, resulta: 

fia) 



r (a) • 



el limite, e, del error que, procediendo asi, se comete, pue- 
de, muy aproximadamente también, representarse de esle 
modo: 

«* na) 

2 • /' (a) ' 

ú obtenerse poniendo por a^ el nuevo símbolo, expresión del 
limite buscado, e; a por A; y f" (a) por /"(a + OA). Ó, 

sustituyendo por a la expresión — 77- — , y prescindiendo 

del signo final resultante, que dependerá del valor primitivo, 
d ó ¿, de donde las aproximaciones sucesivas proceden, del 
siguiente: 

• {f{a)Vxf"{a) 



Al número &, calculado por esta fórmula, se sustituirá en 
la práctica la potencia de Vio que le sea inmediatamente su- 
perior; y asi se averiguará cuál debe ser el orden de la últi- 
ma cifra decimal que en el cálculo de la aproximación subsi 
guíenle puede obtenerse por la división de — f{a) por fia) 
Para mayor seguridad en las operaciones sucesivas conven- 
drá que esta última cifra decimal lo sea siempre aproximada 
por defecto, en absoluto, ó prescindiendo del signo de la cor- 
rección; pues entonces los nuevos valores de la raiz buscada, 
«1 y ¿1, resultarán aproximados, por defecto el primero y 
el segundo por exceso, lo mismo que los a y 6 primitivos." 

Nada más sencillo y elegante en teoría que el procedi- 
miento de Newton, asi modificado y completado por Darboux. 
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En la práctica, sin embargo, sobre ser bastante más compli 
cado y enojoso que el primitivo, no siempre podrá plantearse 
y desenvolverse sin grave dificultad. Para persuadirnos de 
ello fijémonos en 4]no solo de sus inconvenientes, que, por 
cierto, tanto participa del carácter teórico como del práctico. 

Guando, por ejemplo, se nos dé una ecuación, de grado 
igual ó superior al 5."*, y hayamos logrado separar sus raices 
reales, y determinar dos número^ ó valores, uno de otro muy 
poco discrepantes, y entre los cuales una sola de aquellas 
raices se encuentre comprendida (operaciones preliminares 
ambas muy penosas, inevitables, y extrañas en cierto modo 
al problema que principalmente se trata de resolver), ¿cómo 
nos cercioraremos de que la derivada segunda de la ecuación 
propuesta no posee ninguna?— Ni Darboux, ni los demás ma- 
temáticos que han procurado perfeccionarla regla de Newton, 
han formulado procedimiento alguno, sencillo y expedito, 
para eludir esta tan manifiesta dificultad, que desde luego 
cierra el paso al calculador; y, sin recurso eficaz gara elu- 
dirla ó desvanecerla, la ingeniosa modificación de la regla 
newtoniana casi no tiene objeto, ó es ilusoria en la práctica. 

¿Apelaremos para salir de dudas al teorema de Sturm, 
aplicado á la separación de las raices de /*" (a?)? — Excelente 
procedimiento; pero tan largo y penoso, para usado como por 
incidencia, que, mientras en casos un poco complicados se 
practica, posible es que un calculador experto, prescindiendo 
del método perfeccionado, y ateniéndose al primitivo de New- 
ton, logre resolver por completo el problema principal. 

Pero en lo posible cabe también que al pensar y discurrir 
de este modo nos equivoquemos grandemente; y por lo mismo, 
y para que nada falte á la ingeniosa teoría de Darboux, trans- 
cribimos á continuación el ejemplo con que procuró ilustrar- 
la y completarla, muy oportunamente, otro de los redactores 
de los Nuevos Anales de Matemáticas, J. Bourget. — Como el 
mismo ejemplo, demasiado sencillo, se resolvió también por 
el procedimiento de Graffe, al final del Capitulo I de esta Me- 
moria, asi podrá el lector desapasionado comparar método con 
método, y optar por el que más eficaz y preferible en todos 
conceptos le parezca. 
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Consideremos, dice Bourget, la ecoacioD 



/'(x) = a?'-3a?* — 7¿c + 4 = 0, 



de la cual se derivan estas otras: 



f'{x) = ix' -6a; — 7; y 

V«r(^) = 3a;-3 • 

Por la suslilucioD en estas funciones de la serie de núme 

ros 0, 1, 2, 3 en lugar de so, se obtienen los resulta 

dos adjuntos: 



m 


íim) 


f'ix) 


'uri^c) 





-+- 4 


7 


- 3 


1 


— 5 


-10 


■+■ 


2 


14 


— 7 


+ 3 


3 


17 


-f- 2 


-h 6 


i 


8 


-(-17 


-(- 9 


S 


+19 


-1-38 


+12 





+ 4 


- 7 


- 3 


-1 


+ 7 


-(- 2 


6 


-2 


— 2 


-(-17 


- 9 



De cuyo eiámen se deduce que la ecuación propuesta po- 
see tres raices reales y comprendidas: entre O y 1, la ¿p^; 
entre 4 y 5, la x^; y entre — 1 y — 2, la ¿r,. 

Tratemos sucesivamente de la determinación de estas tres 
raices. 
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1.^— La ¿Pj se halla comprendida entre O y 1; pero, 
como la función /" {x) es nula cuando por x se pone el se- 
gundo de estos números, en el signo de esta función queda 
alguna incerlidumbre por de pronto. Para disiparla hay que 
sustituir de nuevo en la ecuación primitiva, f{x) == O, por 
X otro valor numérico, 0.5 por ejemplo, comprendido en- 
tre O y 1; y averigu'ar á cuál de los dos nuevos intervalos 
resultantes corresponde la raiz buscada. 

El cálculo de esta sustitución, frecuentísima en la prácti- 
ca del método de Newton, ó la intercalación entre cada dos 
lineas del cuadro precedente de otra linea más, puede veri- 
ficarse con bastante sencillez por el procedimiento que sigue. 

Sábese, por la fórmula de Taylor, que 



fia + A) = f{a) H- h r (a) + — /" (a) + 



Pues, si con las iniciales /", f\ /"', , representamos 

la función primitiva, f(a\ y sus derivadas sucesivas, las 
otras funciones, /(a + A), /' (a + A)» /"í^+'i) » po- 
drán componerse de la manera que á continuación muy com- 
pendiosa y claramente se expresa: 



f 










r 


hf 






« 


r 


hf" 


%h*r 






pni 


hr 


'A A' /■'" 


V«A7"' 




r 

. • • • 
. • • • 


hf" 


7.A*r 


Ve h^ r 


v.« h* r 
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f 






1 




A/' 


r 








'/ji*r 


hf" 


f" 


* 




7. A' r 


'A A' r 


hf" 


fiti 




'Uk*r 


v« A' r 

• « • • ■ • • • 
• ' • 


V, A» /- 


hr 


• • • • • • 

1 


f{a-hh) 


r (« + A) 


f"ia + h) 


r («+A) 


fia-i-h) 

1 



Apliquemos este procedimiento al. cálculo de /(O. 5), 
f (O . 5). /" (O . 5) 'y f" (O . 5), suponiendo que a es igual 
á cero, y h igual á la fracción decimal O . 5.— A las expre- 
siones simbólicas que preceden, reemplazarán en este caso 
particular las que siguen: 



+ 4 








7 


3.5 






-6 


-3.0 


- 0.75 




-t-6 


+ 3.0 


+ 0.75' 


+ 0.125 



+ 4 . 000 

- 3 . 500 

0.750 

+ 0.125 


— 7 . 00 
^ 3.00 

+ 0.75 


-6.0 
+ 3.0 


+ 6 


0.125 

/(0 . 5) 


— 9.25 

/' (0 . 8) 


-3.0 

/•" (0 . 5) 


+ 6 
f" (0 . 5) 



De lo hecho hasta aquí se inflere que la raíz x, se halla 
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comprendida eolre O y . 5; y como poniendo por x el 
segundo de estos valores, 6, las funciones f y /" resultan 
del mismo signo, al segundo valor debe referirse el cálculo 
de la corrección, por la regla de Newton. 
En el caso actual 

(0.125)* X 3 



2X(9.25) 



es inferior á 0.0001; y, por lo lanío, la corrección a podrá 
ampliarse por defecto, en absoluto, hasta la cuarta cifra deci- 
mal, y obtenerse asi él siguiente resultado: 



a = 



0.125 
9.23 



= --0.0135 



Con lo cual el valor de 6^, aproximado también hasta la 
cuarta decimal, mas por exceso, queda determinado como 



Sigue: 



6^ = 0.5 — 0.0135 = 0.4865 



Gomo antes calculamos las funciones /(0. 5), /' (0.5) , 

calculemos ahora las /"(ói), /' (¿i). /"(é,) ; y, para 

esto, en la primera parte del cuadro simbólico ó paula gene- 
ral que precede, pongamos por a ó ¿ el número 0.5; y por 
h la corrección obtenida -— 0.0135. Procediendo asi, se de- 
ducen por de pronto estos resultados: 



0.125 

* 


• 


í 


■ 


9.250 


+ 0.124875 






3.000 


+ 0.040500 


- 0\273375 




+ 6.000 


0.081000 


+ 0\546750 


-0\2460375 
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De los cuales se desprenden los valores de f{b,), f {b,) 
y r'i(^i)' conforme se indica á continuación: 



-0.125 






+0.121875 


-9.250 


• 


- 0.000273376 


-(-0.040500 


3.000 


-0.000002460375 


-(-0.00054675 


-0.081 


0.000400835375 


- 9.20896325 


-3.081 


/■(*.) 


f (*.) 


/" (6.) 



El segundo valor aproximado de e se determinará con los 
nuevos datos por esta fórmula: 



e = 



(0.000401)^X3.081 
2 X (9.21)^ 



Y como e' resultará inferior á OM, el segundo valor de 
a podrá aproximarse, por defecto, hasta la novena cifra deci- 
mal inclusive, de este modo: 



a = 



0,000400835375 
9.20895325 



= — 0*.43526 



De donde se infiere que h^, aproximado por exceso hasta 
la misma novena cifra decimal, ó el de x^, si con lo que 
precede se da por terminada la operación, valdrán lo que á 
continuación se expresa: 

h, = 0.4865 — 0.000043526; ó 
ir, = 0.486456474 



2."— La raíz <r, de la ecuación propaesta se baila com- 
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prendida entre ios números i y 5; y como /(5) y /"' (5) 
son positivas ambas, y entre i y 5 la ¿krivada f" (5) no cam~ 
bia de signo, la regla de Newton es aplicable desde luego, ó 
sin ambigüedad ni temor de ninguna especie.— Limitémonos, 
pues, á presentar el cuadro de las operaciones necesarias para 
determinar aquella raiz. 

PRIMERA CORRECCIÓN. 



s = 



(19)^X24 

2 X (38)=^ 



4X19 



<0.1; 



19 

a= — - = — 0.3; y 

38 ^ 

ft,= 5.0 — 0.5 = 4.5 



SEGUNDA CORRECCIÓN. 



+ 19 








+ 38 


-19 






+ 24 


H 


+ 3 




+ 6 


3 


+ 0.75 


-0.125 



+ 19 
-19 

+ •3 
0.125 


+ 38 
— 12 
+ 0.75 


• 

+ 24 
3 


+ 6 


+ 2.875 
A4-S) 


+ 26.75 

r (4-8) 

1 


+ 21 

r (4.5) 


+ 6 
r"(4.5) 



15 
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(2.875r X 21 ^^, 
' = 2 X (26.75)- ^'''' 



2.875 



a ^ 



26.75 



-= — 0.10 (por defectoj. 



b^ = 4.«^0 — 0.10 = 4.40 (por excesoj. 



TERCERA CORRECCIÓN. 



2.875 








26.750 


-2.673 






21.000 


—2.100 


-(-0.105 




6.000 


0.600 


-(-0.030 


—0.001 



-{-2.875 
-2.675 
-f-0.105 
-0.001 


+26.75 

2.10 

+ 0.03 


+21.0 
- 0.6 


+6 


+0.304 

/•(4.40) 


+24.68 

/'(4.40) 


+20.4 

r(4.40) 


+6 

f'HM) 



. ^ "'•^"'•X^''« < 0.0001; 



a 



M 



(24.68) 
0.304 



24.68 



= — 0.0123 (por defecloj; y 



63= 4.40 - 0.0123 = 4.3877 (por excesoj 



Y con esle valor de h-^ coincidirá el de x., si limilamos 
la aproximación á la cuarla cifra decimal. 
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3/— La raíz x^ se halla comprendida entre los números 
—2 y —1. Y. por no variar f"{x) de signo entre estos li- 
mites, y tenerle igual /(— 2) y /"(— 2), la corrección de 
Newton, calculable desde luego, deberá referirse al primero 
de aquellos números, y calcularse según á continuación se 
indica. 

« 

PRIMERA CORRECCIÓN. 



2^X18 

2x(17r 



<0.01; 



a = — = 0.11 (por defecloj; y 



0^= — 2 + 0.11 = — 1.89 (por defecto también). 



SEGUNDA CORRECCIÓN. 



- 2 
+17 
-18 
+ 6 


+1.87 
-1.98 
+0.66 


0.1089 
+0.0363 


+ 0.001331 



-2 
+1.87 

0.1089 
+0.001331 


+17 
- 1.98 
+ 0.0363 


—18 
+ 0.66 


+ 6 


-0.237569 

/(-1.89) 


+15.0563 

f (—1 .89) 


—17.34 

/"'( 1.89) 


+ 6 
/""( 1-89) 
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0>g37r)69)- X 17.34 
'= 2X05.0563)^ ^'''^' 

0.237569 ^^,,. , ,^ , 

a,= — 1.89 + 0.016 = — 1.875 (por defecio lambicn). 

Y el valor de a^ se adoptaría como expresión del de ¿r. 
si la aproximación de esla raiz se limítase á la tercera cirra 
decimal, ó de las milésimas.» 

Hasta en un ejemplo tan sencillo como el propuesto por 
fiourget, ¡qué variedad de operaciones y cuan inminente y 
continuo riesgo de equivocarse al verificarlas! ¡Pues qué seria 
si á los propuestos y resueltos en el Capitulo Vil de esta 
Memoria se intentase aplicar el mismo procedimiento de aná- 
lisis! Ni siquiera cabe imaginarlo.— En casos tales, á la regla 
de Newton debe siempre preceder la aplicación del método de 
Grafre y Encke; pero» como decia Lagrange, aquella famosa 
regla solo nos servirá entonces para resolver lo que ya está 
casi resuello: para obtener un último grado de aproximación, 
muy raras veces necesario en la práctica, y satisfacer las as- 
piraciones de la más exigente teoría. Limitada á este objeto, 
la expresada regla, ora en su forma primitiva, ya perfeccio- 
nada por Darboux, ó por cualquiera otro matemático, sientpre 
será tenida en grande estinia. 



C— Sobre la determinación de tas raices imaginarias. 



1 . —Si el procedimiento de Graffe para determinar las raices 
reales de una ecuación aventaja en brevedad y sencillez á lo- 
dos los demás procedimientos conocidos, clásicos en cierto 
modo, y más comunmente empleados con igual objeto, el 
mismo método, ampliado y perfeccionado por Encke, es el 
único que, por regla general, y sin tropezar con enormes di- 
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íicullades de ejecución, puede practicarse cuando de la iuves 
ligación de las raices imaginarias se traía. 

Para hallar eslas raices, tan reales como las con este nom- 
bre designadas, y no menos importantes, propónese en casi 
lodos los Iratados de Algebra, como preferible á cualquiera 
olro, el siguiente artificio, basado en la ingeniosa teoría y 
complicadísima práctica de la eliminación: en la doctrina que 
menos atractivo suele presentar cuando por vez primera se 
estudia aquella parle principalísima de la ciencia matemática. 

En la ecuación f{x) = 0, se dice, póngase por x la do- 
ble expresión a±:Pv^— 1; y nos resultará esta otra: 

De la cual se desprenden inevitablemente estas dos:^ 

♦ («.»=/■(")- |-rW+-¿4-r(«)- =0; y 

4- («. P)=r w- o/™ w+iib f w - ==•■ 

Y los valores reales de a y de p, que simultáneamente sa- 
tisfagan á eslas dos ecuaciones, servirán para componer otros 
tantos pares de valores conjugados de x, imaginarios, y cor- 
respondientes á la ecuación primitiva. 

2. —En tan breves términos formulado, no parece que pue- 
da haber otro método de investigación más sencillo. Para pene- 
trar la malicia que encierra, ó las dificultades de cálculo que 
le son inherentes, apliquémosle al ejemplo propuesto por 
Serret, en la pág. 367 del tomo I de su Curso de Algebra su- 
perior: ejemplo indudablemente rebuscado entre los más ino- 
centes y sencillos: en su especie, casi pueril. 

«Sea, pues, la ecuación 

a?* — íD + l=0, 

cuyas cuatro raices son imaginarias (*). 

(*) Antes de afirmarlo, seria menester averígaarlo. Cuando la deter- 
minación de las raices se verifica por el método de Encke, semejante 
investigación preliminar es de todo punto innecesaria y excusada. 
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Si por X sastitoimos en ella la expresión a ± ^ yj — 1 , 
nos resultarán estas otras dos- 

(p» — a«)* — 4«' (P* - a») — (4 a* + a — 1) = 0; y 

P(4a(p» — a») + l) = 0. 

Prescindiendo en la segunda del factor p, dedúcese que 



P» — a»= — 



4a 



Y, por sustitución del valor de p* — a.* en la anterior, 
conviértese ésta en la que sigue: 

6 4 a" — 1 6 a« — 1 = 0. 
Ó, suponiendo que a= */« v^ «o en esta otra: 

a,» — 4 a, —1=0. 

• I 

Para resolver esta última ecuación, atribuyamos á la in- 
cógnita a^ diversos valores particulares, calculemos los cor- 
respondientes del primer miembro, y formemos el adjunto 
cuadro: 



«. 


a,'— 4 a, — 1 


2 
3 


1 

+16 


2.1 

2.2 


0.139 
+0.848 


2.11 
2.12 


0.046069 
+0.048128 



Del cual se deduce que la única raiz positiva, a,, se 
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baila comprendida enlre los dos úllímos números ensayados, 
2.11 y 2.12 

Corrigiendo eslos valores por el método ó regla de apro- 
ximación de Newlon, hallaríamos que la misma raiz eslá tam- 
bién comprendida entre los números, mucho menos discre- 
pantes uno de otro, 2.1149 y 2.1150 

Y, aplicando de nuevo el mismo procedimiento de corree 
cion á estos últimos números, nos resultaría, aproximada 
la raiz hasta la 8.* cifra decimal, que a^ = 2.11490754 

De este valor de a,, por la fórmula a = VaV^°^i» se in- 
fiere luego que a = ± 0.72713603 

Y, con el doble valor de a, \sustiluido en la ecuación que 
precede á la final > concluyese también que 

¡3 = ±0.43001425; y p=± 0.93409929 

Los cuatro valores de x, de dos en dos conjugados, serán, 
pues, éstos en conclusión : 

x = + 0.72713603 di 0.43001425 v/^; y 
x = — 0.72713603 ± 0.93409929 ^~1 » 

3. — Asi, con leves variantes de forma, se expresa Serrcl. 
en la obra y página, poco antes» mencionadas. 

Pues bien: sin admitir como demostrado por de pronto lo 
que no lo está todavía en realidad; sin apelar, para verificar 
la eliminación, á recursos ó artificios muy ingeniosos, si, pero 
que no á todo el mundo le ocurren siempre, ni es posible que 
muchas veces le ocurran á nadie; sin perder el tiempo en 
tanteos, infructuosos y arbitrarios con suma frecuencia; y 
hasta sin acordarse para nada del método de aproximación de 
Newton, — por la simple y como rutinaria aplicación del méto- 
do general en la precedente Memoria explicado, en cosa de 
veinte minutos^ se resolverá la ecuación propuesta, conforme 
á continuación se indica: * 
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(2-) X*— a; + l = 

(2*) <r* + 2a;»+iF + l=0 

(2») iF*+áa?' + 14ír« — 3aj + l = 

(2*) ít*— 12a?» + 222c« — 19a: + l = 

(2») «*— 300 «' 4- 48830 a?" — 83 x + t = O 

(2«) a;*— 7660ir* + 2381319102a;* — 90771 »+ 1 = 0. 

Y hecho esto, de la úllima ecuación, transfurmada de la 
(2**), iniuedialamenle se deduce que 

2»log.^„« =9.3773644; y g/=í.miñSh 
2''log.5'o*S'.''=0,0000000; y .9.'=0.7136391 

Y, de la primitiva, que 

/o + A=0; y Sí„V.+».V« = -l: ó 
A = —/, = 1.454271 9 

m 

La ecuación (2^) se resuelve, en consecuencia, en las dos 
siguientes de segundo grado: 

X' + 1.4542719 a; + 1.4012685 = 0; y 
X* - 1.4542719 X + 0.7136391 = 0. 

Cuyas raices son las mismas, poco antes expresas, aunque 
aproximadas ahora» no hasta la 8.', sino solamente basta la 7.^ 
cifra decimal. Pero hubiera bastado cambiar de tablas de lo- 
garitmos, y efectuar los anteriores cálculos con logaritmos de 
ocho 6 diez cifras decimales, para obtener los valores de aque- 
llas raices, con aproximación á la verdad igual ó mayor que 
la obtenida por Serret. Lo cuül ni vale casi la pena de mon- 
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cionarse, ni en io más mínimo invalida el mérito del segundo 
método de resolución (*). 

4. — Al procedimiento primero y más común para deter- 
minar las raices imaginarias agregó Lagrauge una modificación, 
mucho más importante y curiosa en teoría que útil en la práctica. 

Las dos ecuaciones 7 (a, P) = O y ^ (a, P) = O subsisti- 
rán siempre con el carácter de fundamentales; pero si á ellas 
se agrega la transformada de la primitiva, cuyas raices sean 
los cuadrados de las diferencias de las mismas- raices que. 
aquella ecuación, f{x) =0, contiene, los valores reales de 
^ se deducirán resolviendo esta tercera ecuación, y los de « 
buscando, por el «procedimiento del m .c.d. , las raices co- 
munes á las dos anteriores, después de poner en ambas por 
^ los valores que de la tercera se hubieren desprendido. 

De la ecuación de los cuadrados de las diferencias se de- 
ducirán los valores de p investigando los de las raices reales 
negativas que esta ecuación contenga: porque á cada par de 

raices imaginarias de la primitiva, a± p v^ — 1, corresponde 

una diferencia igual á i^y/ — 1, cuyo cuadrado lo es á 
— 4 P% raíz de la transformada. Divididos, pues, por 4 los 
valores absolutos de las raices negativas de esta última ecuu- 



(*) Más rápida todavía qae la resolución de la ecaacion propuesta 
por Serret es la de aquella otra, citada en los preliminares de esta Me- 
moria, y que Catalán propone como ejemplo de los ensayos infructuosos 
á que puede dar motivo la aplicación irreflexiva del método para aislar 
las raices, denominado de las diferencias: método excelente, por si solo, 
para perder ó malgastar el tiempo y la paciencia muchas veces.— La 
ecuación á que aludimos es la siguiente: 

Cuya transformada final es ésta: 

(2*) «♦ — 20610 «5» -h 106233747 x* — 4738 a? -t- 1 « 0. 

De la cual, por los mismos pasos que en el texto, se concluye que 
la (^^) equivale á estas otras dos ecuaciones de segundo grado: 

a?' -+- 0.6994922 o? -f- 3.1742518 = 0; y 
x^ — 0.6994922 x -¥- 0.31S0349 = 0. 
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eíon, bailará ex Iraer la raíz cuadrada de los cocientes respec- 
tivos para bailar los de ^, que, sucesivamente, deben susti- 
tuirse en las ecuaciones y (a. P) :;= O y A (a, p) = O, para 
concluir los de a que les corresponden. 

5. — Si para bailar las raices reales de la ecuación primili- 
va, /(a?)=0, fuese menester, como Lagrange en principio su- 
ponía, formar la ecuación de los cuadrados de las diferencias 
de todas sus raices, indudablemente podría utilizarse la se- 
gunda ecuación para determinar por el procedimiento referi- 
do las raices imaginarias, y completar asi la solución de la 
ecuación propuesta. Pero como la formación de la ecuación 
auxiliar citada pide una eliminación muy peorosa de la incóg- 
nita 30 entre estas dos ecuaciones 

/•(^) = 0, y r{x)+^r{x)+fr^r{x)+ =0, 

en la segunda de las cuales representa la y la diferencia de 
dos valores cualesquiera de a?, ó de dos raices de f{x) = O, 
sólo en casos excepcionales muy sencillos se efectúa este tra- 
bajo preliminar, y sólo entonces podrá utilizarse la ingeniosa 
observación hecha, y modificación consiguiente en el método 
general, propuesta por Lagrange. 

Y aun entonces habrá que proceder con cautela para de- 
terminar los verdaderos valores de p. Porque, si bien es cier- 
to que á cada par de raices imaginarias conjugadas de la 
ecuación f{x) = (i corresponde en la de los cuadrados de las 
diferencias de sus raices una raiz real negativa, no siempre la 
proposición reciproca es igualmente cierta, ó no siempre á 
cada raiz negativa de la segunda ecuación corresponde un 
par de imaginarias en la primera. Por ejemplo: supongamos 
que la ecuación f{x) = posea, entre otras, tres raices: 

una real, a; y dos imaginarias, a±:|3y/— 1. En la ecua- 
ción de los cuadrados de las diferencias de sus raices existi- 
rían entonces estas tres raices, reales y negativas: — 4 p*, 
— P" y — P*- de las cuales tan sólo la primera corresponde 
al par imaginlirio que se trata de determinar. Resulla, pues, 
que á las dificultades de formación y resolución de la ecua- 
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cíoD auxiliar, derivada de la prímiliva, hay que agregar la 
de discernir cuáles son las raices negativas de la una en cor- 
respondencia clara y directa con las imaginarias de la otra. 
Y, por lo tanto, lo que alguna vez pudiera ser ó considerarse^ 
como simplificación del método general de análisis de la ecua- 
ción propuesta, también pudiera alguna otra vez convertirse 
en causa de complicación, ó de fastidiosa incertidumbre y de 
ambigüedad en los resultados obtenidos. 

6. — Ingeniosa y digna de conocerse es la modificación in- 
troducida en el método de Lagrange, para determinar las rai- 
ces iipaginarias de una ecuación, por el malemálico inglés 
W. Rutherford. Expliquémosla, valiéndonos para ello de un 
ejemplo muy sencillo, ó razonando en el caso menos compli- 
cado que puede presentarse. 

Consideremos, pues, la ecuación general de tercer grado» 



cuyas raices representaremos por r, una, y por cL±y/—y, 
las otras dos. 

Si estas dos raices son imaginarias efectivamente, y de- 
berá considerarse como cantidad positiva; pero, si fuesen rea- 
les, bastaría suponer que el signo propio de y era el negati- 
vo. De cualquier especie que sean, no prejuzgando nada sobre 
el signo de y, siempre podrán representarse ambas raices en 
la forma referida. 

De la ecuación propuesta deduzcamos ahora otra , cuyas 
raices sean las de la primitiva, disminuidas de la cantidad a. 
Representando por y la nueva incógnita, la transformada de 
la primera ecuación será la que sigue: 

Mas si las raices de la ecuación propuesta supusimos antes 
que eran r y a±: y/ — y, las de su transformada deberán ser 
estas otras: (r — a) y ±v^~y. Luego la segunda ecuación 
equivaldrá á esta otra: 



« 
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De donde se deduce que 

3a4-a = a — r; 
3a« + 2aa+¿ = Y; y 
a* + a a* + ¿ a -|- c = Y (a — r) . 

O. eliminando la y entre las dos últimas ecuaciones de 
condición, que 

Y de esta ecuación deduciremos el valor real de a; que 
nos servirá después para bailar el de y con auxilio de la se- 
gunda de las tres ecuaciones condicionales que preceden; y, 
finalmente, el de r, por medio de la primera. La resolución 
completa de la ecuación primitiva depende, pues, del conoci- 
miento de una sola raiz real de' la ecuación auxiliar que se 
acaba de construir. 

Si, por ejemplo, se nos diese la ecuación 

a?' — 6¿p + 6 = 

concluiríamos de ella inmediatamente la que sigue: 

a'_l. 5a — 0.75 = 

La cual, resuelta por el método de Graffe, ó por cualquie- 
ra otro, arrojaría este resultado: 

a = +1.423661 

De donde se deduce, por las fórmulas ó ecuaciones condi- 
cionales referidas, que 



v/—Y^± 0.283606^-^1; y 
r = — 2.847322 

La dificultad de bailar las raices imaginarias de la ecua- 



237 

Clon propuesta queda asi reducida á la de hallar los valoreí' 
de las raices reales de otra ecuacloo. en cierto modo, deriva- 
da ó transformada de la primitiva. Pero ¿de qué grado será 
esta segunda ecuación auxiliar? ¿Y cómo sus coeficientes se 
componen con los coeflcientes de la ecuación primiliva? — Pro- 
curemos investigarlo, avanzando un paso más por el camino 
ya emprendido. 

7.— De la ecuación 

a?* + ^^' + *^* + (?a? + d=0, 

representando sus cuatro raices, reales ó imaginarias, por 
r,, fa y a ±: y/ — y. se desprende la que sigue, cuyas raices 

son (r,— a), (r^ — a) y ±^ — y: 

y*^ (4a+a) y^+ (6a*+3aa+6) y*+. 

Pero las mismas raices que esta ecuación posee también la 
siguiente: 

y'+ (2a- r -r.) f+ \ (a-rj (a-rj +y \ f+ 

(2a— r,— O y.y+Y (a— r,) (a— r J=0. 

Luego: 

6a* + 3aa + 6 = (a — rO(a — r,)+Y; 
4a' + 3aa«-f 26a + c= (2 a — r,—r«) y; y 

a* -|- a a^ + 6 a* -|- c a + d = (a — rj (a — r J y. 

Estas cuatro ecuaciones de condición con cuatro incógni- 
tas pueden reducirse á una sola ecuación, con una sola incóg- 
nita, que, después de resuelta y calculada, servirá para faci- 
litar la solución y cálculo de las demás. Eliminando, por 
ejemplo, las ft, r^ y y, lo cual es muy sencillo, obliénese 
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para ecuación final, ó resolvente, con la incógnita a, la <|ue 
sigue: 

«' • + -g- "•»'+ 4 • "•■ 

o (»^+ 46) , , a (8aft-t-c) + {b*-kd) ., 
8 ^ 16 ^ 

a [b*'\-ac—k(f) , abc—a^ d—c* * 

.a-| = 0. 
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Para resolver una ecuación de cuarto grado bay» pues, que 
hallar las raices reales de olra de sexto, cuyos coeficientes se 
derivan de los de la primitiva por procedimiento ó ley muy 
complicada. Cierto que esta ecuación auxiliar, cuando la peo- 
puesta carece de segundo término, ó a = O, se simplifica 
mucbo y hasta se reduce al tercer grado; pero, si aquella pri- 
mitiva ecuación es completa, como lo será casi siempre, ó por 
regla general, para privarla de su segundo término habrá que 
transformarla previamente en olra, y efectuar con este objeto 
multitud de operaciones aritméticas. Lo que en un concepto 
se gane, se perderá, y habrá que rescatarlo á buen precio, en 
otro. 

Y lo qu6, tratándose de las ecuaciones de L"" grado, ad- 
mite todavía algún remedio, ya no le admite, ni bueno ni 
malo, en las ecuaciones de los grados superiores. Por el pro- 
cedimiento de Rulherford, lo mismo que por el de Lagrange, 
con el cual coincide en muchos puntos, la resolución comple- 
ta de la ecuación de 5."" grado depende de la determinación 
de las raices reales de otra de 10^ la de 6."* grado, de otra 
del IS""; la de 7.'' de una del 21''; y así de las demás sucesi- 
vas. ¿Y es racional semejante manera de proceder? ¿ni com- 
parable por asomo con el propuesto por Encke. y explicado 
en el Capítulo III de esta Memoria?— Decídalo ahora, con ple- 
no conocimiento del asunto, el lector imparcial y reflexivo. 
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C. — Adición á la nota precedente. Exposición del wéíodo de 
Ilorner para haüat las raices reales de una ecuación numérica. 



1.— Para hallar la raiz real de la ecuación 

a' — 1.5a — 0.75 = 0, 

« 

(le cuyo previo conociniienlo depende el de las Ires raices, 
real una é imaginarias las otras dos, de la ecuación conside- 
rada en la pág. 236 

íj?^ — () ir + 6 = O, 

Rulherford se vale del mélodo de Horner, que bien pudiera 
ser eompletamenle desconocido de nuestros nouy contados 
lectores, á pesar de su mérito incuestionable y de sus 60 
años de fecha, si sólo con los tratados elementales de Algebra, 
publicados en Francia, estuvieren familiarizados. Aunque el 
nuevo método, variante ingeniosa de los más antiguos de La- 
grange y de Newton, sólo sea, como estos, aplicable á la de- 
terminación de las raices reales de una ecuación numérica, 
después de aisladas ó de separadas unas de otras estas raices, 
ó de saber, por resultado de minucioso trabajo de análisis 
previa, á cuántas ascienden en totalidad, cuántas son positi- 
vas y cuántas negativas, y entre qué limites, ó números con- 
secutivos, ó muy poco diferentes uno de otro, se hallan dis- 
tribuidas, oportuno nos parece definirle en este lugar y apli- 
carle á la resolución de algún ejemplo, como complemento de 
lo expuesto en la anterior Memoria y adiciones que la acom- 
pañan. En Inglaterra el método de Horner es vulgarísimo; y, 
aunque por varios conceptos le consideremos inferior en mé- 
rito al de Graffe, en algún caso pudiera mirarse como prefe- 
rible al del matemático suizo, completado por Encke, por su 
sencillez teórica y eficacia notabilisima en la práctica. 

En principio se reduce á lo siguiente. 

2. — Dada una ecuación numérica, /'(aj) = 0, y hallada 



240 

la primera cifra, a, de cualquiera de sus raices reales y po- 
sitivas, si por X sustituimos la expresión a + .V» hallaremos 
otra ecuación, f{a 4. y) = /*, (y) = O, del mismo grado que 
la primitiva, y cuyas raices serán las de ésta, disminuidas en 
ia cantidad ó número a. Y, si entre a y a -|- 1 no existía 
en la ecuación f{x)=^0 más que una sola raiz, en la fi (y)==0 
es evidente que sólo existirá otra/ comprendida entre cero y 
la unidad del orden á que la a se refiera. Sustituyendo, pues, 

en la segunda ecuación los números 0.0, 0.1, 0.2» 0.9 

y 1.0, fácil será por tanteos averiguar entre cuáles dos con- 
secutivos se baila comprendido el valor de y; y el menor de 
estos números, que en absoluto designaremos por b, repre- 
sentará la segunda cifra del valor de x, cuya primera desig- 
namos por a.. 

De la ecuación f^ (y) = O, poniendo por y la expresión 
é + «. deduciremos luego otra ecuación, /i(6+2)=/'je(fl?)=0, 
del mismo grado que las dos anteriores, y cuya incógnita s 
debe poseer un valor exclusivo, comprendido entre 0.0 y 1 
del orden b, ó 0.00 y '0.1 del a. — Ensayando, pues, los 

diez números 0.00, 0.01. 0.02 0,09 y 0.1, hallaremos 

entre cuáles dos consecutivos se baila comprendido el valor 
de z; y el menor de estos números, en absoluto c, repre- 
sentará ó nos dará la tercera cifra de x. 

Y continuando asi indefinidamente esta misma serie de 
sustituciones, transformaciones, y ensayos ó tanteos, se halla- 
rán cuantas otras cifras de la raiz buscada se consideren ne- 
cesarias. 

3. — Aclaremos e^ta regla, antes de indicar las varías 
simplificaciones que admite, y que propiamente constituyen 
el método de Horner, por medio de un ejemplo. Y el ejemplo 
será el poco antes aducido. 

Del examen de la ecuación 

/'(^) = íp' — 1.5a? — 0.75=0 

inmediatamente se infiere que el valor real de x se halla 
comprendido entre los números 1 y 2. Pongamos, pues, por 
X el binomio t/+1, y resultará que 

A(») = r + 33/* + 1.5.y -^1.25 = 0. 



Esla segunda ecuación debe tener una raíz comprendida 
enlre 0.0 y 1; y nada más que una, si es verdad que la an- 
terior sólo contiene otra, entre los números consecutivos 
mencionados, 1 y 2. — Ensayando, pues, los 0.0, 0.1, 0.2, 

0.3, , se concluye que el valor de y está realmente 

comprendido entre 0.4 y 0.5. Luego el de x lo estará en- 
tre 1.4 y 1.5; y la cifra 4 será, en consecuencia, la segun- 
da de la raiz principal buscada. 

En la ecuación ^ {y) = O pongamos ahora por y el bi- 
nomio Í5 + 0-4; y hallaremos que 

/,(s) = r + 4.2 z* + 4.38 s — 0.106 = 0. 

Y como z, complemento del valor aproximado de y, igual 
á 0.4, debe hallarse comprendida enlre 0.00 y 0.1, ensa- 
yando en la última ecuación los números consecutivos 0.00, 
O/Ol, 0.02,: ••• f concluiremos por encerrar el valor de z 
entre los límites mucho más próximos 0.02 y 0.03. — La ci- 
fra 2 será, por lo tanto, la tercera de x. 

Y del propio modo, ó por sustituciones y transformaciones 
análogas, deduciríamos luego que 

^ (tt) = tt^ + 4.26 tt'+ 4.5492 tt — 0.016712 = 0: 

á cuya ecuación corresponde un valor numérico de u, mayor 
que 0.003 y menor que 0.004. 

Y, á continuación también y como consecuencia de lo que 
precede, que 

f^ {v) = ü' + 4.269 v' + 4.574787 v — 0.003026033 = 0: 

de la cual se deduce para v otro valor, comprendido entre 
0.0006 y 0.0007. 

Limitando á esto la serie de operaciones, concluyese, en 
fin, que a? = 1.4236 

Adviértase ahora que los tres valores aproximados de z, 
u y V (0.02, 0.003 y 0.0006), que, en absoluto conside- 
rados, representan las Iros últimas cifras de la raiz a?, com- 

16 
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t'iden respectivamente con los cocientes, limitados á las cen- 
tésimas, milésimas y diezmilésimas, de 0.106 por 4.38; 
0.016712 por 4.5492; y 0.003026033 por 4.574787: úl- 
timos términos, con los signos cambiados, de las ecuaciones 
/•^ = 0, /3 = 0, y A = O, por los coeficientes que inmediala- 
menle les preceden. 

4. — Y que esto, por regla general, debe muy aproxima- 
(lamente verificarse siempre asi, fácilmente se concibe. 

Pues sí de la ecuación 

Aa?"+ fia?'^-* + ^Px^ + 0¿p + /? = O, 

por el procedimiento expuesto deducimos estas oirás: 

4.»"+/?.»"""* + + /^t !/* + (?. y +/?.=o, 

yl,2" + /?.5"- + + />^s* + (3^2 + fi^ = 0, • 

A3U" + /?,«"-* + + P.n' + Q.u^R, = ^, 



desde el momento en que admitamos que las incógnitas ani^i- 

liares y,z,u , representan cantidades muy pequeñas, 

comprendidas entre 0.0 y 1; 0.00 y 0.1; 0.000 y 0.01; 

los términos de las ecuaciones donde respectivamente figuran 
elevadas al cuadrado, y potencias superiores á la segunda, po- 
drán considerarse como despreciables; y los valores aproxi- 
mados de las mismas incógnitas, limitados á una sola cifra, del 
orden inmediato inferior al de la anterior, y ya conocida, de 
X, se hallarán por división, casi mental, de — ñ^, ó — R^, ó 

— fis por Qi, 04, 0^ Después de todo, conforme 

pide la vulgarísima regla de aproximación, propuesta por 
Newton. 

5. — Por error material de cálculo, ó por fallar muy ex- 

cepcíonalmente la regla anterior, á las incógnitas z, u, v , 

pudiéramos atribuir valores numéricos algo mayores ó meno- 
res de los que en realidad les corresponden. ¿De qué manera 
nos cercioraremos entonces de la equivocación y lograremos 
sin demasiado esfuerzo remediarla? — Veámoslo en un ejemplo: 



en el mismo de que nos hemos servido para la exposición del 
método de que tratamos. 
Si en la ecuación 

/•,(a) = 2' + 4.2a' + 4.38« — 0.106=0, 

suponemos que z es igual á ti + 0.03, y no á t£ + 0.02, en 
vez de la poco antes designada por /*, (u) = O, hallaremos 
esta otra: 

tt' + 4.29 u" + 4.6347 u + 0.029207 = 0: 

la cual no admite solución positiva. Luego el valor hipotético 
de z, igual á 0.3, no admite verdadero incremento y debe 
considerarse como demasiado fuerte. Pero, formada ya la úl- 
tima ecuación, si al cálculo de u aplicamos la regla acos- 

tumbrada (u = — — ), y forzamos también en una unidad 

el cociente, hallai^mos que u = — 0.007; y ú?, por lo tan- 
to, igual á -|-l-423(= 1 -t-j/-t-a; + M): lo mismo que, pro- 
cediendo con mayor cautela, hablamos poco antes encontra- 
do. Y, si en la ecuación anterior, por u ponemos — 0.0074-v, 
recaeremos sin variante alguna en la ecuación f^ (v) = 0: con 
lo cual el error, ó inadvertencia cometida en el cálculo de 2, 
queda por completo remediada. 

Pues suponiendo que por z se hubiese sustituido en la 
ecuación f^{z) = Q la expresión w + 0.01, de la ecuación 
entonces resultante 

u' + 4.23 u' + 4.4643 u - 0.061779 = O, 

* 

deduciríamos para u un valor igual ó superior á 0.01: 
prueba de que el de Zy adoptado como bueno, es en reali- 
dad pequeño.— Con mediana práctica en el asunto, y un poco 
de atención, el calculador decidirá inmediatamente lo gue le 
conviene y debe hacer, para salvar ésla y cualquiera otra di- 
ficultad por el estilo que en el curso de las operaciones pu- 
diera presentársele^ más bien por distracción suya que por 
error ó deficiencia del método. 



34i 

6.— De lo hasta ahora expuesto se deduce que el cálculo 
de las incógnitas auxiliares, y, z, u no presenta difi- 
cultad alguna, después de halladas las ecuaciones /, = 0, 

/*s = que las contienen. Pero /cómo estas ecuaciones 

unas de otras pueden desprenderse fácilmente? 

La designada por /i(y)=0, iguala /(y -{-«) = O» sá- 
bese bien que equivale á esta otra: 

A«)+r(«)-y+r(«)--T+ +r(«)-5-r— =0. 

Z Z.ó fl 

Y lo mismo que la fi de la f, se desprenden de la f^ la 
/!,, de la ^ la f^, y asi todas las demás consecutivas. 

Pero sí. con arreglo á la ley en la expresión anterior for- 
mulada, hubieran de construirse sucesivamente las diversas 

funciones, A, /a,/» , el procedimiento de Horner, para 

hallar los valores de las raíces reales de f{x) = O, sería por 
extremo largo y penoso, y de muy menguada utilidad en la 
práctica. El arte consiste en pasar de una ecuación auxiliar á 
otra, de la primera á la segunda, ó de la octava á la novena, 
sin esfuerzo de atención, ó de un modo rutinario y casi mecá- 
nico, medíante una serie de operaciones numéricas muy sen- 

* 

cillas, y constantemente las mismas. 

7.— Para explicar y comprender cómo puede ser esto así, 
supongamos que 

f(x) = po a?" + Pi a:""^ + p, a?'*"' + +Pn^i ^ + )\' 

Si por m ponemos en esta expresión el binomio a^y, 
nos resultará que 

A« + y) = íi y" + ?i y"""* + y* .v""' + + ?n-iy + yn. 

Y si deshacemos lo hecho» poniendo en esta segunda ecua • 
cion por jy su igual x — a, hallaremos que también 

Los coeficientes po>Pi>p>^ pn son dados ó conocidos 
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en cada caso parlicular; y los ^o* 9i> ^^f 9n designao los 

que necesilamos couocer ó determinar, en función de los pri- 
nreros, para pasar inmediataroente de la ecuación primiliva, 
/• [x) ==0, á su transformada /^ (a + y) = /"^ (j/) = 0. 

Pues del examen de la última ecuación sin dificultad at- 
ibuna se concluye: que el coeficiente q^ representa el residuo 
de la división de f[x) por x — a; el ^n-i ^1 residuo de la 
división del cociente entero, que al q^ corresponde, por 
X — a parecidamente; el q^^^ el residuo también de la divi- 
sión del segundo cociente entero por el mismo divisor cons* 
tante x — a; y así todos los demás coeficientes q, .hasta lle- 
gar retrogradando al primero q^. 

¿Y cuáles son, en función de los coeficientes conocidos, p, 
el primer cociente entero y el primer residuo de la división 
de f(x) por x — a? — Los que siguen. 

Cociente: 












+ Pn~s 









Residuo: 



Expresiones de cuyo examen se deduce: que el residuo es 
igual al último término del cociente, multiplicado por a, más 
el último término, /?„, de f[x)\ que un coeficiente cualquie- 
ra del cociente, desde el segundo inclusive en adelante, So 
desprende del anterior por la misma ó análoga regla que el 
residuo del último; y que el coeficiente del primer término 
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coincide con el del primero de la función ó polinomio pro- 
puesto. La manera de hallar el valor de ^g. por multiplica- 
ciones y adiciones sucesivas, y por regla general muy senci- 
llas, queda con esto explicada; y como, á la par que el primer 
residuo de la división de f{x) por x — a, se habrá encon- 
trado el cociente entero que le corresponde, repitiendo con 
este cociente las mismas operaciones que se hicieron con la 
función de donde procede, se hallarán el segundo residuo, ó 
valor de 9n-i« y ^1 nuevo cociente que ha de servirnos de 
base para encontrar por el mismo camino los demás cocientes 
y residuos consecutivos. 

8. — Sirva de ejemplo aclaratorio de cuanto se acaba de 
exponer, el siguiente: 

/'(¿r) = 6a?* — 3¿p* — 7. 

Si por X ponemos en esta expresión el binomio j^ + 3, 
resultará otra de la fornm 

/'i(») = ?o y* + ÍI »'+?«»* +y5j/ + 94. 

Y para hallar el valor de y* (residuo de la división de 
f {x) por X — 3) habrá que efectuar las siguientes opera- 
ciones : 



\ 



(/». o + />.) « +Pí = 15 X 3 - 3 = 42 =/)'. 
(Poa'+/),a + pja+;), = 42x3 + = 126 
(Poa^ + p,a'+/>,a+/>,)a + ;>. = t26X3-7 



=371=y, 



El cociente entero de esta primera división es igual á 

5a!»+15a!* + 42a; + 126. 

Y el residuo de su división por « — 3, ó el valor de gr,. 
se bailará análogamente de este modo: 
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/„a+p\ = 5x 3 + 15=^30=/)". 

(P'o o + p'Ofl + /'', = 30X3 + 42«=1 32 =p". 

(;>'.a*+p'.a +/)',)<»+;)', = 132 X 3 + 126 = 522= í,. 

Ai residuo q, corresponde el cociente entero 

5 a;, + 30 a; + 132; 

del cual se desprende el residuo q^, de su división por x — 3, 
por resultado de las siguientes sencillísimas operaciones. 

p", = 5 =/,'", 

/?'',o + p", = 5x3 + 30 = 45=j»"', 

(p"o a +p'\) a + p", = 4S X 3 + 132 = 267 = q,. 

A este último residuo acompaña el cociente entero 

5 a; +45; 

que, dividido por x — 3, dará de residuo, y,, el número 60, 
según á continuación se indfca : 

p"',a + p"\ = 5X3+ 45 = 60 = 9,. 

Y el último residuo, ó valor de 5^0. será el coeficiente 5, 
que se reproduce en todas las divisiones consecutivas. 
Luego 

A(»)=5»* + 60y' + 267.v* + 522.v + 371. 

9. — Esto, que tal vez parezca largo y complicado todavía, 
resulta en realidad muy sencillo disponiendo las operaciones 
del siguiente sistemático modo: 
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[A) 5+0—3+0—7 
+15 +45 +126 +378 




{B) 


5 


+15 


+42 +126 (+371) 






+15 


+90 +396 


(Q 


5 


+30 


+132 (+522) 






+15 


+135 


{D) 


5 


+45 
+15 


(+267) 



(E) (5) (^.60) 

Eo la lÍDea horizontal (A) se han escrito los coeficientes 
de f{x), considerada esta función como polinomio completo. 

Debajo del segundo coeficiente hemos puesto el producto 
del primero por 3; y debajo, en la linea {B), la suma de 
este producto y de aquel segundo coeficiente. 

Debajo del tercero figura el producto de la suma anterior, 
15, por 3; y debajo la suma de este producto y del coeficien- 
te á que se refiere. 

Debajo del cuarto el producto de la suma anterior, 42, 
por 3; y debajo la suma análoga á las dos anteriores. 

Y debajo del quinto el producto de la última suma, 1S6, 
por 3; y debajo, y entre paréntesis, la suma de este produc- 
to y del último coeficiente: suma igual al residuo q^, y con la 
cual no hay ya ninguna otra operación que verificar. 

De la linea horizontal {B), completada á la izquierda con 
el coeficiente S, y en la cual debe considerarse como supri- 
mido el término entre paréntesis de la derecha, se pasa á la 
{C) como de la (A) se pasó á la (B). Y de la (6") se des- 
prende la (/>), y de ésta la [E), repitiendo las operaciones 
elementales, prolijamente enumeradas y explicadas en el caso 
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primero.— Todo ello es tan rudimentario y fácil de aprender, 
y de tan perfecta monotonia, como cualquier regla funda- 
mental de la Aritmética. 

10.— Volvamos á considerar la ecuación 

/•(j;) = a?^ — l.B o? — 0.75 = 0, 

cuya raiz real única se halla comprendida entre los números 
1 y 2; y veamos cómo por el procedimiento anterior pueden 

deducirse sus transformadas sucesivas, funciones de y, is, ti, , 

antes ya consignadas. 

Para pasar de la función f{w) á la /« (y), hay que hallar, 
por de pronto, los residuos de f{x) por x — 1; y los resi- 
duos análogos, luego, por el mismo divisor de cuantos cocien- 
tes enteros se fueren sucesivamente encontrando. Por la regla 
anterior, las operaciones que esto pide se hallan comprendidas 
en el estadilo adjunto: 

(A) 1 -hO —1.5 -0.75 

+1 H-1 —0.5 



(B) 1 +1 —0.5 (—1.25) 

+1 -f-2 



(C) 1 +2 (-H1.5) 

+1 



[D) (1) (+3) 

A(.V)=!/' + 3j/*-f-1.5j,-1.25 = 0. 

Después de averiguar, por tanteo, que esta ecuación tiene 
una raiz comprendida entre 0.4 y 0.5, se hallará la siguien- 
te, simbólicamente representada por f^(z) = O, de este modo 
análogo, ó, en la forma, idéntico al anterior: 
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(A) 1 -1-3 -í-1.5 —1.25 

H-0.4 -f-1.36 +1.144 

(ff) 1 -1-3.4 -f-2.86 (—0.106) 
-1-0.4 -1-1.52 



(O 1 +3.8 (+4.38) 
+0.4 



(¿)) (1) (+4.2) 

/•, (j) = 3» -f- 4.2 s» + 4.38 — 0.106 = 0. 

El valor de z se baila en esta ecaacíon comprendido en- 
tre 0.02 y 6.03 (cociente de -)- 0.106 por 4.38); y, por 
lo tanto, para pasar á la siguiente, ^(t<)=0> habrá que 
efectuar las operaciones, siempre arregladas á la pauta de las 
precedentes, que á continuación se indican. 

i +4.2 +4.38 —0.106 

+0.02 +0.0844 +0.089288 



1 +4.22 +4.4644 (—0.016712) 
+0.02 +0.0848 



1 +4.24 (+4.5492) 
+0.02 



I 
4 



(1) (+4.26) 



/, (tt) = m'|+ 4.26 B' + 4.5492 u — 0.016712 = 0. 
Y asi podría [continuarse indefinidamente, aplicando la 
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misma regla á la formacioD de las diversas ecuaciones trans- 
formadas de la primitiva, basta donde se creyese necesario 
prolongar la serie de operaciones indicadas. 

11.— En la práctica el uso de los coeficientes, compuestos 
de gran número de cifras decimales, no es demasiado conve- 
niente» y se evita, sin aumento de trabajo ni complicación de 
ningún género, apelando á un recurso muy conocido y sen- 
cillo. 

La ecuación f^ (^) = 0, en el supuesto de que la f{x)=(i ' 
sólo contenga una raiz real, comprendida entre los números 
a y a+1, debe contener otra, entre 0.0 y 1.0. — Pero si 
el segundo de sus coeficientes le multiplicamos por 10; el ter- 
cero por 100; por 1000 el cuarto; y asi análoga y respectiva- 
mente los demás consecutivos^ la nueva ecuación resultante 
poseerá una raiz décupla de la /< = O primitiva; y, por lo 
tanto, contenida entre O y 10. 

En el caso particular propuesto la ecuación /, = O, mo- 
dificada, es la siguiente: 

y» + 30^» + 150 2^—1250 = 0; 

y en ella los ensayos ó tanteos necesarios para determinar los 
dos números consecutivos entre los cuales su raiz debe ha- 
llarse contenida se harán con los enteros 0, 1, Sí hasta 9. 

Y el número inferior á su raiz expresará la segunda cifra del 
valor buscado de x. 

Hallado este número, i, á la transformada siguiente de 
f(x)=(i, función de z, se pasará mediante las operaciones 
sencillisimas, con números enteros, que á continuación se ei^- 
presan: 

1 -f-30 -h150 —1250 

-+- i -f-136 -HI144 



-f-34 -1-286 (— 106) 
-f- 4 -f-152 



-1-38 (-1-438) 



(-1-42) 
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Y aunque la ecuación en %, con una raíz real comprendida 
entre 0.0 y 1.0, sea» en rigor, ésta: 

«' + 42 z' + iSS^ — 106 = 0. 

prefíérese á ella la que sigue, de raiz décupla: 

í' + 420 z* + 43800 z - 106000 = 0. 

A la /,(») = 0, anteriormente deducida, ó á la que de la 
última ecuación, función de 2, podría deducirse, se sustitu- 
ye, mentalmente casi, esta otra: 

tt' + 4260 M» + 4549200 u — 1 6712000 = 0; 

la cual, como las precedentes de donde se ha derivado, debo 
contener una raiz comprendida entre O y 10: cuarta cifra 
del valor de x, prescindiendo del orden decimal á que per- 
tenezca, muy fácil siempre de precisar. 

Y de la última ecuación, en fin, se desprenderían por el 
mismo método expuesto estas otras dos, necesarias para el 
cálculo de las cifras 5.* y 6.* de x, por división de sus últi- 
mos términos, tomados con signos contrarios, por los coefi- 
cientes de los que inmediatamente les preceden: 

t)' + 42690 V* + 4S7478100 v — 3026033000 = 0; y 
w' + 427080 to* + 4S799108800 tí;— 279623744000 = 0. 

12. — Los coeficientes de estas varias ecuaciones van su- 
cesiva y muy rápidamente creciendo, hasta el punto de ha- 
cerse embarazoso su manejo, ó de complicarse cada vez más 
las operaciones numéricas que con ellos deben verificarse: lo 
cual limita ó dificulta la aplicación del método de Horner, ó 
se opone en la práctica á la investigación como indefinida de 
las raices incógnitas de la ecuación propuesta. Llegados, sin 
embargo, á cierto punto, la operación comenzada puede ter- 
minarse, ó pasando súbitamente del método de Horner al de 
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NewtoD, y hallando por una sola división otras tantas cifras 
casi de la raiz, como ya una en pos de otra, sucesiva y pau- 
latinamente, se hubiesen encontrado; ó prolongando un poco 
más la aplicación simplificada, ó abreviada, del primer méto- 
do, antes de recaer en el segundo. Expliquemos cónlo esto 
puede verificarse, con pequefio incremento de trabajo sobre 
el ya efectuado desde un principio, en el mismo ejemplo á que 
en los párrafos anteriores nos hemos referido. 

13.— De la ecuación ^ (v) = se ha concluido que v se 
halla comprendida entre los números 6 y 7; y, poniendo en 
ella por v la expresión G-ft^?» y multiplicando por 10 las 
raices de la ecuación asi resultante, se desprende la f^ (e(;)=0, 
apropiada al cálculo de w. Pero esta misma ecuación, /*s(tr)=0, 
obtenida por escalones, operando del modo sistemático refe- 
rido sobre las ecuaciones análogas anteriores, se hubiera po- 
dido obtener también desde luego, comenzando por transfor- 
mar la f{x) en otra, F{xi)=Q, cuyas raices fueran 100000 
veces mayores que las buscadas, y sustituyendo después en 
ella por x^ el binomio 1Í2360 + w. Luego su último térmi- 
no coincidirá con el valor de F{a)s en la fórmula de aproxi- 
mación newtoniana, y el coeficiente anterior con el de F' (a), 
si en la ecuación F(Xi) = 0, y en el polinomio derivado 
F' (xj se pone por Xi su valor aproximado a, igual á 
142360. La corrección w se deducirá, en consecuencia, por 

la .enoi.,ada f«m«l,. »=S^. prolongando la di- 

visión hasta la segunda ó tercera cifra decimal del cociente, 
en este caso. Y con incertidumbre muy pequeña, aunque por 
de pronto inevitable, en la última cifra decimal, se hallará de 
este modo que 

a?^= 142366.105; ó a? = 1.42366105 



14.— Pero en vez de reemplazar arrebatadamente la ecua- 
ción f-A^) = ^f ó 

íü^ + 427080 «(?* + 45799108800 10- 279623744000 = O, 

por la 

+ 45799108800 w - 279623744000 = O, 



compuesta úa sus dos últimos términos, considerando para 
ello como evanescentes los anteriores, conforme pide la apli- 
cación del método de Newton, y hemos ahora practicado para 
deducir el valor de w, hubiéramos podido proceder con al- 
guna mayor lentitud y cautela, comenzando por omitir ó til- 
dar, en el concepto referido, tan sólo el primer término. Y si, 
hecho esto, reemplazamos por tres ceros las tres últimas ci- 
fras de los coeficientes restantes, con la precaución de forzar 
en una unidad la cuarta, cuando la tercera sea igual ó supe- 
rior al número 5, y dividimos por 1000 el resultado, á la 
ecuación f^(w)=^Q habremos sustituido esta otra, mucho 
más sencilla: 

427 w,' + 45799109 w, — 279623744 = 0; 

de la cual se deducirá para Wi un valor igual casi al de w: 
idéntico, si nos atenemos á su primera cifra, sexta del valor 
buscado de x, 

A la última ecuación, cuya raíz u;,, necesariamente infe- 
rior á 10, se halla comprendida entre los números 6 y 7, 
apliquemos de nuevo, y sin variante alguna, el procedimiento 
de transformación de Horner, poniendo en ella por Wi el bi- 
nomio t¿73-)-6, y decuplando luego las raices del resultado; 
y hallaremos por de pronto que 

m 

427 10/ + 458042330 w, - 481371800 = 0. . , 

Ó, reemplazando por ceros las dos últimas cifras de los 
tres coeficientes, que 

4 w,' + 4580423 tv, - 4813718 = 0. 

El valor de w^, que puede también considerarse como 

igual al de w^, se halla comprendido entre los números 1 y 2. 

Luego, poniendo en la última ecuación por w^ el binomio 

«^4 + 1, y decuplando después el valor de m?^. nos resultará 

esta otra : 

» 

4 «),* + 45804310 «o, — 23329100 = 0. 
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Y de esta ecuación, suprimiendo las dos áltimas cifras do 
los coeficientes, lo cual implica la supresión coropleia de su 
primer término, se infiere la que sigue: 

+ 458043 ujs- 233291 =0. 

, De la cual, por división abreviada de sus coeficientes, se 
deduce finalmente que w^ = 0,50932. 

El valor de la incógnita x, cuya primera cifra se deter- 
minó por tanteo; las cuatro siguientes, basta la v inclusive, 
aplicando el método de Horner, sin abreviación ó simplifica- 
ción alguna; las otras dos, Wi y w^, por el mismo método 
abreviado; y las seis últimas, Wa, por división de un número 
por otro, es en conclusión el siguiente, aproicimado hasta la 
duodécima cifra decimal en este caso: 

a? = 1.423661050932 



15. — A las ecuaciones de grado superior al tercero el mé- 
todo de Horner se aplica del mismo modo que á éstas, en el 
ejemplo acabado de resolver, y con simplificaciones análogas. 
Después de obtenidas unas cuantas cifras de la raiz buscada, 
y cuando los coeficientes de la última ecuación, transformada 
de la primitiva, se hubiesen complicado, ó crecido en dema- 
sía, se tachará una cifra en el penúltimo, dos en el anterior á 
éste, tres en el precedente inmediato, y asi en todos los de- 
más colocados delante, ó á la izquierda, hasta el primero in- 
clusive. Por efecto de esta supresión de cifras, sistemática- 
mente repetida, llegará un momento en que desaparecerán los 
términos primero y segundo; el tercero luego; y el cuarto, y 
el quinto, y los demás consecutivos, poco á poco. Y cuando 
solo subsistan los dos últimos, la operación se terminará por 
la rtgla de Newton: dividiendo el posterior, tomado con signo 
contrario, por el precedente, de la manera y hasta el punto 
referidos. 

16.— Sirva, por si todavía fuese necesario, para ilustrar 
la doctrina en las precedentes últimas lineas condeusada, el 
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siguiente nuevo ejemplo, algo más complicado que el en los 
anteriores párrafos propuesto y resuello. 
Si se nos diese la ecuación 

¿c* — 2¿c'— 61¿r» + 150a? — 89 = 0, 

comenzaríamos por averiguar, por las reglas ordinarias del 
Álgebra, ó aplicando previamente á su análisis el teorema de 
Slurm, que sus cuatro raices son reales: positivas tres, y una 
negativa; y que la mayor de las tres se halla comprendida 
entre los números 9 y 8, y entre los 1 y 2 las dos menores; 
y la negativa entre — 8 y — 9. Y esto averiguado por cual- 
quier medio, emprenderíamos la investigación de la primera 
raíz poniendo en la ecuación que se trata de resolver por x el 
binomio x^ + 7. Previas las operaciones numéricas sencilli- 
simas que á continuación se indican, y que minuciosamente 
se explicaron en los párrafos 8 y 9, 

1 _ 2 _ 61 H-IBO — 89 
+ 7 -,-35 -182 —224 



1 


+ 5 

+ 7 


26 
+ 84 


- 32 (—313) 
+406 


1 


+12 

+ 7 


+ 58 
+133 


(+374) 


1 


+19 

+ 7 


(+191) 





1 (+26). 

y decuplando las raices de la transformada, se hallará el re 
sultado siguiente: 

X,* + 260 X,' + 19100 X,' + 37/1OOO X, - 3130000 = 0. 
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Mediante algunos tanteos muy sencillos, de esta ecuación 
se deduce que el valor de Xi se encuentra comprendido en- 
tre los números 6 y 7. Si, pues, x^ se supone igual á x^-^l 
en la primera transformada de la ecuación propuesta, encon* 
traremos esta seguiída, después de decupladas sus raices: 

X,* + 2840 X,' -1- 2399600 x,' +• 

6321 44000 ¿p, - 1409440000 = 0. 

Y, por división mental de su último término por el coefi- 
ciente del anterior, y cambio del signo, inferiremos en el acto 
que el valor de x^ supera al número 2 y es inferior al 3. Po- 
niendo, en consecuencia, por x^ el binomio o;,-]- 2, y de- 
cuplando asimismo las raices de la nueva transformada, nos 
resultará que 

X,' + 28480 X,' + 241666400 x,' + 

641776512000 a?, - 1355308640000 = 0. 

Y del examen de esta ecuación se deduce, á primera vista 
casi, que el valor de x^ se halla también comprendido entre 
los números 2 y 3. Luego, poniendo por ¿d, el binomio ¿r4-l-2, 
y prescindiendo de los ceros necesarios para decuplar las 
raices de la nueva ecuación resultante, inferiremos, por el 
mismo procedimiento de transformación aplicado en los casos 
anteriores, que 

X,' + 28488 X,' + 241837304 x,' + 

642743519392 x, — 70788722544 = 0. 

Con todo lo cual habremos determinado las cuatro prime- 
ras cifras de la raiz buscada (o; = 7.622 ); á las cuales 

fácil seria, dividiendo el último término, con el signo cam- 
biado, por el coefíciente del anterior, agregar de golpe otras 
cuatro. 

Pero si, en este punto de la operación, en vez de pospo- 
ner un cero al coeñciente del segundo término de la ecuación, 

17 
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cuya ¡Dcógnita es la x^; y dos, tros y cuatro ceros» respecti- 
vamente, á los coDseculivos; suprimimos una cifra á la dere- 
cha del penúltimo término» dos á la del inmediato anterior, y 
tres á la del que á éste precede, y tachamos ademas el pri- 
mero, obtendremos esta otra ecuación, abreviada de la que 
debíamos realmente resolver: 

28 a?,» + 2418373 ai/ + 64274351939 ¿5,-70788722544=0. 

De la cual se deduce por de pronto que x^ se halla com- 
prendida entre los números 1 y 2. Y poniendo luego por x^ 
el binomio x^ + i, y verificando análogas supresiones de 
cifras, en el resultado inmediato de la sustitución, á las efec- 
tuadas en el caso precedente, que 

+ 241 85 X,' + 642791 8877 x, - 651 1 952204 = 0. 

De esta ecuación, cuya raiz x^ se halla comprendida en- 
tre los números 1 y 2, se pasa por los trámites expuestos á 
la que sigue, sustituyendo en ella por x^ el binomio ¿Te-f-l: 

-I- 242 X,' + 642796725 Xe - 84009142 = 0. 

Y como el valor de Xq es inferior á la unidad, suponién- 
dole igual á o?, -|- O, sin cálculo alguno se deduce inmedia- 
tamente que 

2¿c,*-|. 64279672 a?, — 84009142 = 0. 

Entre los números 1 y 2 se advierte que el valor de x^ 
se encuentra comprendido. Y, por lo tanto, sí en vez de x^ 
sustituimos en la última ecuación el binomio ¿t?» + 1 » con- 
cluiremos que 

+ 64279676 x^ - 19729468 = 0. 

De donde, por división abreviada, se desprende con suma 
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rapidez que 0^3 = 0.3069317, cod iucerlidumbre de alguoa 
UDÍdad, en la úlUma cifra. 

El valor buscado de so será, pues, el que sigue: 

a? = + 7. 622110130 69317 



Y si, para comprobar su exaclilud ó grado de aproxima- 
ción á la verdad, deterraiuamos por el mismo procedimienlo, 
y con independencia los unos de los otros, los valores de las 
otras tres raices de la ecuación propuesta, hallaremos pareci- 
damente que 

¿r = + 1.390 179 663 422 28 

+ 1.042 741 427 124 49 

— 8.055 031221239 94 

La suma de- los cuatro valores asi encontrados es igual y 
de signo contrario al coeficiente del segundo término de la 
ecuación propuesta: lo cual puede considerarse, si no como 
prueba irrefutable, como indicio suficiente de que en el cur- 
so de las operaciones numéricas, verificadas para obtenerlos, 
no se ha deslizado error alguno de cuantía. 

17.— La investigación de las dos raices positivas de la 
ecuación 

a.*_2a?' — 61a?* + 150a? — 89 = 0, 

comprendidas ambas enire los números enteros consecutivos 
1 y 2, exige de parle del calculador una precaución, tan sen- 
cilla como importante, no advertida todavía, y concerniente 
á la distinción ó separación de aquellas raices. 

Poniendo, en efecto, en la ecuación de que se trata por la 
incógnita x el binomio a?i-[-l, despréndese desde luego la 
siguiente transformada suya: 

¿p,^-l-20a?,^ — 6100 0?^^+ 26000 a?, — 10000 = 0. 

Y ¿es en este caso evidente que la nueva ecuación sólo 
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puede contener una raíz real y positiva, inferior al número 
10, como en el S- 11 > consecuencia del §. 2, se supuso? — De 
ningún modo. Si los dos valores de x, comprendidos entre 
los números 1 y 2, no discrepan uno de otro ni en una déci- 
ma parte de la unidad, los de Xi, que deben servir para 
completarlos, limitados en su expresión numérica á una sola 
cifra, serán absolutamente iguales; y la ecuación de donde 
procedan sólo admitirá una raiz comprendida entre O y 10. 
Pero» si la discrepancia fuese mayor, como en este caso suce- 
de, los de Xi diferirán en más de una unidad, y la ecuación 
que ha de servirnos para determinarlos, admitirá dos raices 
distintas, basta por sus primeras cifras, comprendidas ambas 
eutre los limites referidos. En la duda, pues, y mientras la 
separación de los valores de x no se hubiese efectuado por 
completo, habrá que susliluir en las transformadas sucesivas de 

la ecuación propuesta los números consecutivos 0, 1, 2 10, 

para deducir, por los cambios de signo de los resultados, la 

posición y valores de las raices auxiliares, j?,, ó x^, ó ¿r, , 

necesarios para componer los de la incógnita principal x. — 
Procediendo con esta precaución, hállase, en el ejemplo de 
que ahora se trata, que la incógnita auxiliar ó complementa- 
ria Xi admite dos valores: uno, comprendido entre cero y la 
unidad; y otro, entre los números 3 y 4. Luego los valores de 
X lo estarán entre 1.0 y 1.1; y entre 1.3 y 1.4! Y si, 
esto averiguado, ponemos en la primera transformada por o?, 
el binomio x^ -|- O, hallaremos la siguiente, apropiada á la 
determinación exclusiva de la raiz menor: 

x,*+ 200 a?,'— 610000 ác,*+ 26000000 a?,— 100000000 = 0; 

ó esta otra, que se referirá á la segunda raiz, si el binomio 
a?a-|-3: 

X,* + 320 X,' — 586600 a?,^ — 9952000 x, + 137210000 =0. 

La primera de las cuales sólo admite ya una raiz positiva, in- 
ferior á 10, comprendida entre los números 4 y 5; y otra, 
poco mayor que 9, la segunda. Y, en consecuencia, la deler- 
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minacion suíDesiva de las demás cifras de ambas raíces, por 
el método de Horner, no presenta desde este momento dificul- 
tad teórica de ningún género. 

Bn suma: mientras las raices casi iguales de la ecuación 
propuesta no comiencen á separarse ¿ deslindarse unas de 
otras, las ecuaciones transformadas suyas siicesiYas, cuyas 

incógnitas son la x^, ola x^, , admitirán una sola raiz, 

inferior á 10, común á todas aquellas raices, y fácil de pre- 
cisar por tanteo. Pero, tan pronto como en una transformada 
se adviertan dos cambios de signo, producidos por la sustitu- 
ción en ella dé los números 0. 1, 2 10, la separación de 

las raices en dos distintos grupos queda efectuada; y el cálcu- 
lo ulterior de las unas se verificará con independencia com- 
pleta del de las demás. El principio es general; y, aplicado 
con discernimiento y constancia, producirá indefectiblemente 
la separación de todas las raices que entre sí discrepen en 
cantidad algo mayor del limite de aproximación á la verdad 
que nos hayamos propuesto obtener. 

18. — En este carácter importante, como en otros varios, el 
método de Horner concuerda á la letra con el mucho más an- 
tiguo de Lagrange. 

Recordemos, en efecto, que este celebérrimo matemático 
propuso, para determinar el valor de una raiz de la ecuación 
/(¿r) = 0, comprendida entre los números a y fl + í» sus- 

1 

tituir por de pronto á la incógnita x el binomio a-| ; y en 

tanteo el único valor positivo de y que debe satisfacerla: ó, 
procediendo por partes, los dos números enteros consecutivos 
entre los cuales la y estuviese comprendida. Encontrados 
estos números, 6 y 6-|-l, en la ecuación cpj(y) = pres- 

1 

cribió poner por y el binomio é -j ; y en la segunda 

z 

1 

transformada, cp, (6 A ) = 9^ (s) =0, determinar parecicla- 

z 

inonU' los dos númoros, c y f -f 1, que limitan el valor po- 
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silivo. finteo Uunbien, de %. Y, por resuilado de esta serie 
de operaciones, sencillisimas en teoría, prolongada basta don- 
de fuere ó se juigare necesario, es claro que se concluirá por 
hallar el valor de x, expresado en fracción corUtnua, y no 
decimal, como siguiendo el método de Horner. 

Pero todo esto es en la hipótesis de que la ecuación que 
tratamos de resolver contenga una sola raiz, entre a y <i-f-l- 
Porque, si contuviese das, alguna de las transformadas suce- 
sivas, ff^{j¡) = 0, ó <Pí(a) = 0, ó <p5(tt) = deberla 

contener otras dos; y, en la duda de cuál será la que las con- 
tenga, habrá que proceder al análisis de todas muy cuidado- 
samente, hasta dar con aquella donde el deslinde de las raices 
buscadas se efectúa, ó comienza á veriGcarse. 

19.— Pero, aunque según lo acabado deeiponer, discrepen 
poquísimo en teoría los procedimientos de Lagrauge y de Hor- 
ner, no sucede lo mismo en la práctica. Porque en el de Lagrau- 
ge el valor de uua incógnita auxiliar cualquiera, y, %, ti, , 

puede ser grande ó pequeDo, y no hay regla segura, ni expe- 
dita, que sirva para determinarle: mientras que, con arreglo 
á los preceptos del matemático inglés, ya se ha visto en los 
anteriores párrafos cuan sencilla y acertadamente se determina. 
Ni en brevedad, ni en precisión, ni en ningún otro concepto, 
aventajan al de Horner, que resume cuantas ventajas ofrecen 
los de sus célebres antecesores, el método de Newton, ineCcaz 
hasta que ya la ecuación está casi resuelta, ni el de Lagrau- 
ge, muy trabajoso, y de lentitud desesperadora con frecuen- 
cia. El lector puede convencerse de ello fácilmente aplicando 
los tres métodos á la resolución de la vulgarísima ecuación 
siguiente, de las menos complicadas que pueden proponerse: 

Por el de Horner. en cosa de dos á tres horas de tiempo, 
y con trabajo casi mecánico é irreflexivo, se hallarán, con 
independencia unos de otros, los resultados siguientes: 

X = +1.356 895 867 892 209 439 

+ 1.692 021471630 095 875 

— 3.048 917 339 522 305 314 
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Las simplifícacíonos del mólodo no deben comenzar á in* 
Iroducirse hasta después de encontrar, sin abreviación algu- 
na en el cálculo» las seis ó siete primeras cifras decimales de 
las tres raices. Las cifras que siguen se desprenderán luego 
muy sencilla y rápidamente, conformándose con los precep- 
tos anteriormente explicados, y en el §. 15 resumidos. 
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